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1. Бабуся подарувала кожному з онуків по декілька яблук та груш. При цьому всім дісталося 

фруктів порівну. Миколі дісталась п'ята частина всіх яблук і сьома частина всіх груш. Скільки 

онуків у бабусі? 

 

Розв’язання: Якби онуків було 5, то кожен отримав би п’яту частину всіх фруктів. Але Микола 

отримав п’яту частину яблук і тільки сьому частину груш, тобто менше, ніж п’яту частину всіх 

фруктів. Отже, онуків більше ніж 5. Якби онуків було 7, то кожен отримав би сьому частину всіх 

фруктів. Але Микола отримав п’яту частину яблук, а це більше, ніж сьома частина. Отже, онуків 

менше ніж 7. Тому бабуся має 6 онуків. 

Відповідь: 6 онуків. 

 

2. Серед чисел 𝑎, 𝑏 і 𝑐 одне додатне, одне від’ємне і одне дорівнює нулю. Відомо, що 𝑎2 =
𝑏2(𝑏 − 𝑐). Яке з чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐 дорівнює нулю, яке є додатним, а яке від’ємним?  

 

Розв’язання: Покажемо, що 𝑎 ≠ 0. Справді, якщо 𝑎 = 0, то 𝑏2(𝑏 − 𝑐) = 0, звідки 𝑏 = 0 або 𝑏 =
𝑐. Це суперечить умові, бо лише одне число дорівнює нулю, а числа 𝑏 і 𝑐 є різними. Покажемо, 

що 𝑏 ≠ 0. Справді, якщо 𝑏 = 0, то 𝑎2 = 0, тобто 𝑎 = 0, що неможливо. Отже, нулю дорівнює 

число 𝑐. Тоді 𝑎2 = 𝑏2(𝑏 − 0) = 𝑏3. Оскільки 𝑎2 > 0, то 𝑏3 > 0, а отже 𝑏 > 0. Тому 𝑎 < 0. 

Відповідь: 𝑎 < 0, 𝑏 > 0, 𝑐 = 0. 

 

3. Цього року з класу пішли один хлопець і одна дівчина, а прийшли нові три хлопця та 

четверо дівчат. Проте відношення числа дівчат до числа хлопців у класі не змінилося. Чому воно 

дорівнює? 

Розв’язання: Нехай спочатку в класі було Д дівчат і Х хлопців. Після змін стало Д + 3 дівчат та 

Х + 2 хлопців. Відношення не змінилося, отже 
Д+3

Х+2
=
Д

Х
. Після спрощень отримуємо 3Х = 2Д. 

Отже, 
Д

Х
=
3

2
. 

Відповідь: Д/Х = 3/2. 

 

4. Покажіть, як розставити у виразі 1 − 2 − 4 − 8 − 16 = 19 знаки модуля так, аби рівність 

стала правильною (достатньо навести один варіант). 

Розв’язання: Наприклад, так: ||1 − 2| − |4 − 8| − 16| = 19 або ||1 − 2 − 4| − 8 − 16| = 19. 

 

5. У Русанівському ліцеї на загальні збори ліцеїстів у конференц-залі не з’явилася рівно одна 

п’ятнадцята від присутніх у залі. Після того як президент учнівського самоврядування вийшов із 

залу, кількість відсутніх становила одну чотирнадцяту від присутніх. Скільки всього ліцеїстів 

навчається у Русанівському ліцеї. 

Розв’язання: Спочатку відсутніх було у п’ятнадцять разів більше, ніж присутніх, тому присутні 

були 
 15

16
, а відсутні 

 1

16
 від загальної кількості ліцеїстів. Після того як із зали вийшов президент, 

присутніх стало 
 14

15
, а відсутніх — 

 1

15
 від загальної кількості ліцеїстів. Отже, один президент 

становить 
1

15
−
1

16
=

1

240
 частину всіх ліцеїстів. Тому всього у ліцеї 240 ліцеїстів. 

Відповідь: 240 ліцеїстів. 

 



2 тур 

 

6. Є дев'ять двоцифрових чисел, у яких немає однакових цифр у розряді десятків і немає 

однакових цифр у розряді одиниць. Їхню суму поділили на 7 і отримали ціле число. Яке число 

могли отримати? Знайдіть всі варіанти і поясніть, чому інших немає. 

Розв’язання: У розряді десятків стоять усі цифри від 1 до 9, тому сума десятків дорівнює 10 ⋅
(1 + 2 +⋯ + 9) = 450. У розряді одиниць використано всі цифри від 0 до 9, крім деякої цифри 

𝑥. Тому сума одиниць дорівнює 45 − 𝑥. Отже, сума всіх чисел дорівнює  

450 + (45 − 𝑥) = 495 − 𝑥. 
Це число ділиться на 7. Оскільки 495 = 490 + 5, то 𝑥 = 5. Тоді сума чисел дорівнює 490, а 490 ∶
7 = 70. 
Відповідь: 70. 

7. Барон Мюнхгаузен пішов на прогулянку між 8 та 9 годинами ранку, коли годинна та 

хвилинна стрілки годинника збігалися. Він повернувся додому між 2 та 3 годинами дня, коли 

стрілки були направлені в протилежні сторони. Наскільки довгою була прогулянка Барона? 

 

Розв’язання: Рівно о 8 годині ранку годинна стрілка показує на 8, а хвилинна на 12, тобто годинна 

стрілка випереджає хвилинну на кут 240°. Отже до моменту, коли стрілки зустрінуться, хвилинна 

стрілка має пройти кут на 240° більший, ніж годинна. Аналогічно рівно о 2 годині дня годинна 

стрілка показує на 2, а хвилинна на 12, тобто годинна стрілка випереджає хвилинну на кут 60°. 
До моменту, коли стрілки будуть напрямлені в протилежні сторони, тобто хвилинна стрілка 

випередить годинну на 180°, хвилинна стрілка має пройти кут на 240° більший, ніж годинна. 

Тому від 8 години ранку до початку прогулянки Барона і від 2 години дня до його повернення 

додому пройшов однаковий час, тобто прогулянка тривала рівно 6 годин. 

Відповідь: 6 годин. 

Зауваження. Неважко обчислити точний час початку та завершення прогулянки: 8 год 
480

11
 хв та 2 

год 
480

11
 хв. 

  
  

8. Як розрізати квадрат на 14 однакових чотирикутників, які не є прямокутниками? 

Розв’язання: Розріжемо квадрат на 7 однакових смуг, а потім кожну смугу навскіс, як показано на 

рисунку. 

 
 

3 тур 

 

9. Знайдіть всі трійки натуральних чисел (𝑎, 𝑏, 𝑐), що задовольняють рівняння  

𝑎20 + 𝑏2 + 𝑐6 = 2026. 



Відповідь: (1,36,3). 

Розв'язання. Спочатку оцінимо 𝑎20. Якщо 𝑎 ≥ 2, то 𝑎20 ≥ 220 > 2026, що неможливо. Тому 𝑎 =

1 і 𝑎20 = 1. Отже, 1 + 𝑏2 + 𝑐6 = 2026, тобто 𝑏2 + 𝑐6 = 2025. 

Тепер оцінимо 𝑐6 . Помітимо, що 46 = 4096 > 2025, отже 𝑐 ≤ 3. Залишилося перебрати 

випадки 𝑐 = 1, 2, 3: 

якщо 𝑐 = 1, то 𝑏2 = 2025 − 1 = 2024 — не квадрат (між 442 = 1936 і 452 = 2025). 

якщо с = 2, то 𝑏2 = 2025 − 64 = 1961 — не квадрат (також між 442 і 452). 

якщо с = 3, то 𝑏2 = 2025 − 729 = 1296 = 362, тобто 𝑏 = 36. 

Отже, єдина трійка це (𝑎, 𝑏, 𝑐) = (1, 36, 3). 

 

10. У клубі шахів займаються дівчата та хлопці — всього 58 дітей. Одного разу кожна дівчина 

принесла 15 яблук і роздала їх хлопцям. Кожний хлопець приніс 14 яблук і роздав їх дівчатам. 

Відомо, що всі дівчата отримала однакову кількість яблук і всі хлопці отримали однакову 

кількість яблук. Скільки в клубі дівчат та скільки хлопців? Наведіть усі можливі варіанти і 

покажіть, що інших немає. 

Розв’язання: Нехай у клубі 𝑥 дівчат та 58 − 𝑥 хлопців. Усі дівчата разом принесли 15𝑥 яблук, а 

усі хлопці 14(58 − 𝑥) яблук. Тому 15𝑥 ділиться на 58 − 𝑥, а 14(58 − 𝑥) на 𝑥. Звідси 𝑥 — дільник 

числа 14 ⋅ 58 та 𝑥 < 58. Розкладемо 14 ⋅ 58 на прості множники 14 ⋅ 58 = 2 ⋅ 2 ⋅ 7 ⋅ 29. Маємо 

такі варіанти числа 𝑥: 1, 2, 7, 14, 28, 29. Перебором встановлюємо, що 15𝑥 ділиться на 58 − 𝑥 

лише у випадках 𝑥 = 28 та 𝑥 = 29. Тому у клубі 28 або 29 дівчат та відповідно 30 або 29 хлопців. 

Відповідь: 28 дівчат та 30 хлопців або 29 дівчат і 29 хлопців.  
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1. У Василя є 8 карток з цифрами 1, 2, 3 і 4 — по дві з кожною цифрою. Він хоче скласти з 

них восьмизначне число так, щоб між двома одиницями знаходилась одна цифра, між 

двійками — дві цифри, між трійками — три, а між четвірками — чотири. Вкажіть яке-

небудь число, яке може отримати Василь. 

Відповідь: 41312432 або 23421314. 

Розв'язання. Легко перевірити, що число 41312432 задовольняє умову. 

Зауваження. Покажемо, як знайти всі числа, що задовольняють умову. У числі мають бути 

фрагменти 4****4 та 3***3. Для фрагмента з трійками не вистачає місця ні між четвірками, ні 

перед ними, ні після них. Тому рівно одна трійка має стояти між четвірками. Якщо друга трійка 

стоїть після четвірок, дістаємо варіанти 4*3**43*, *4*3**43 та 4**3*4*3. Розмістити одиниці та 

двійки потрібним чином вдається лише в одному з них, при цьому дістаємо число 41312432. 

Аналогічний перебір варіантів для випадку, коли друга трійка стоїть перед четвірками, дає ще 

одну відповідь 23421314. 

 

2. (Олександр Кожем’яка) Якщо закреслити декілька перших цифр простого числа 𝑝, 

отримаємо число, яке є четвертим степенем деякого натурального числа. Знайдіть 

останню цифру числа 𝑝.  

Відповідь: 1. 

Розв'язання. Нехай після прибирання кількох перших цифр простого числа 𝑝 отримаємо 𝑛4. 

Оскільки 𝑝 ≠ 2 та 𝑝 ≠ 5, спільна остання цифра чисел 𝑝 та 𝑛4 не може бути парною і не може 

дорівнювати 5. Тому n — непарне число, яке не ділиться на 5, його останньою цифрою можуть 

бути лише 1, 3, 7 або 9. Помітимо, що 14 = 1, 34 = 81, 74 = 492 = 2401 та 94 = 812 = 6561. 

Таким чином, останньою цифрою числа 𝑛4 може бути лише 1. Отже, остання цифра числа p 

дорівнює 1. 

3. (Григорій Філіпповський) Точка 𝐼 — інцентр рівнобедреного трикутника ABC (𝐴𝐵 = 𝐴𝐶). 

На стороні AB відмітили точки 𝐾 та 𝑁 так, що 𝐼𝐾 ∥ 𝐴𝐶 та 𝐼𝑁 ∥ 𝐵𝐶. Відомо, що периметр 

трикутника 𝐼𝐾𝑁 дорівнює 𝑛, а периметр трикутника ABC дорівнює 2𝑝. Знайдіть довжину 

сторони BC. 

Відповідь:BC = 2p − 2n. 



Відповідь: 𝐵𝐶 = 2𝑝 − 2𝑛.  

Розв'язання. Проведемо бісектриси 𝐴𝐼 та 𝐵𝐼. З паралельності 𝐴𝐶 і 𝐼𝐾 

випливає рівність внутрішніх різносторонніх кутів: 

∠𝐴𝐼𝐾 = ∠𝐼𝐴𝐶 = ∠𝐼𝐴𝐾. 

Отже, трикутник 𝐼𝐾𝐴 рівнобедрений та 𝐴𝐾 = 𝐼𝐾. Аналогічно 𝑁𝐵 =

𝑁𝐼. Тому 

𝐴𝐶 = 𝐴𝐵 = 𝐴𝐾 + 𝐾𝑁 + 𝑁𝐵 = 𝐼𝐾 + 𝐾𝑁 + 𝑁𝐼 = 𝑛 

та 𝐵𝐶 = 2𝑝 − 2𝑛. 

4. (Тарас Тимошкевич) У трикутнику 𝐴𝐵𝐶 провели бісектриси 𝐴𝐿𝐴 та 𝐵𝐿𝐵. Відомо, що 

𝐴𝐿𝐵 + 𝐵𝐿𝐴 = 𝐴𝐵.  

а) Знайдіть кут 𝐵𝐶𝐴. 

б) Чи обов’язково трикутник 𝐴𝐵𝐶 є рівнобедреним? 

Відповідь: a) ∠𝐵𝐶𝐴 = 60°; б) ні. 

Розв'язання. а) Візьмемо точку 𝐶1 на стороні 𝐴𝐵 таку, 

що 𝐵𝐶1 = 𝐵𝐿𝐴 та 𝐴𝐶1 = 𝐴𝐿𝐵. Трикутники 𝐵𝐶1𝐿𝐴 та 

𝐴𝐶1𝐿𝐵 рівнобедрені, отже прямі 𝐵𝐿𝐵 і 𝐴𝐿𝐴 є 

серединними перпендикулярами до відрізків 𝐶1𝐿𝐴 і 

𝐶1𝐿𝐵 відповідно. Окрім того зазначимо, що точка 𝐿𝐵 

рівновіддалена від точок 𝐿𝐴 і 𝐶1, а точка 𝐿𝐴 

рівновіддалена від точок 𝐿𝐵 і 𝐶1.  Отже, трикутник 

𝐿𝐴𝐶1𝐿𝐵 – рівносторонній, а ∠𝐿𝐵𝐿𝐴𝐴 = ∠𝐿𝐴𝐿𝐵𝐵 = 30° 

(як половини кутів рівностороннього трикутника) .  

Оскільки ∠𝐿𝐴𝐿𝐵𝐶 = 30° +
∠𝐴

2
 та ∠𝐿𝐵𝐿𝐴𝐶 = 30° +

∠B

2
 (як 

зовнішні кути трикутників 𝐿𝐴𝐿𝐵𝐴 та 𝐵𝐿𝐴𝐿𝐵), то ∠𝐶 = 180° − (30° +
∠𝐴

2
) − (30° +

∠B

2
) = 120° −

∠𝐴+∠𝐵

2
. Окрім того зазначимо, що ∠𝐶 = 180° − (∠𝐴 + ∠𝐵). А тому ∠𝐴 + ∠𝐵 = 120° та ∠𝐶 = 60o. 

б) Якщо трикутник 𝐴𝐵𝐶 рівнобедрений і внаслідок а) 

має кут 60°, то він має бути рівностороннім. 

Покажемо, як побудувати трикутник 𝐴𝐵𝐶, що 

задовольняє умову та не є рівностороннім. Візьмемо 

рівносторонній трикутник 𝐿𝐴𝐿𝐵𝐿𝐶 , проведемо 

бісектриси кутів 𝐿𝐴 і 𝐿𝐵, а потім пряму через точку 𝐿𝐶, 

яка проходить зовні трикутника 𝐿𝐴𝐿𝐵𝐿𝐶 , не 

паралельна цим бісектрисам і не перпендикулярна 

бісектрисі кута 𝐿𝐶. Точки перетину бісектрис з 

проведеною прямою назвемо 𝐴 і 𝐵 відповідно, а точку 

перетину прямих 𝐵𝐿𝐴 і 𝐴𝐿𝐵 назвемо 𝐶. За побудовою 

прямі 𝐴𝐿𝐴, 𝐵𝐿𝐵 є серединними перпендикулярами до 𝐿𝐶𝐿𝐴 та 𝐿𝐶𝐿𝐵 , тому вони є бісектрисами 

кутів 𝐴, 𝐵, а також 𝐴𝐵 = 𝐴𝐿𝐶 + 𝐿𝐶𝐵 = 𝐴𝐿𝐵 + 𝐿𝐴𝐵. Побудований трикутник 𝐴𝐵𝐶 задовольняє 

умову задачі і не є рівностороннім, інакше бісектриси кутів трикутника 𝐿𝐴𝐿𝐵𝐿𝐶  були б висотами 

трикутника 𝐴𝐵𝐶, а пряма 𝐵𝐴 за побудовою не перпендикулярна до бісектриси кута 𝐿𝐶.  



5. Знайдіть всі трійки натуральних чисел (𝑎, 𝑏, 𝑐), що задовольняють рівняння  

𝑎20 + 𝑏2 + 𝑐6 = 2026. 

Відповідь: (1,36,3). 

Розв'язання. Спочатку оцінимо 𝑎20. Якщо 𝑎 ≥ 2, то 𝑎20 ≥ 220 > 2026, що неможливо. Тому 𝑎 =

1 і 𝑎20 = 1. Отже, 1 + 𝑏2 + 𝑐6 = 2026, тобто 𝑏2 + 𝑐6 = 2025. 

Тепер оцінимо 𝑐6 . Помітимо, що 46 = 4096 > 2025, отже 𝑐 ≤ 3. Залишилося перебрати 

випадки 𝑐 = 1, 2, 3: 

якщо 𝑐 = 1, то 𝑏2 = 2025 − 1 = 2024 — не квадрат (між 442 = 1936 і 452 = 2025). 

якщо с = 2, то 𝑏2 = 2025 − 64 = 1961 — не квадрат (також між 442 і 452). 

якщо с = 3, то 𝑏2 = 2025 − 729 = 1296 = 362, тобто 𝑏 = 36. 

Отже, єдина трійка це (𝑎, 𝑏, 𝑐) = (1, 36, 3). 

2 тур 

6. (Михайло Сидоренко) На площині задано трикутник 𝐴𝐵𝐶 і точку 𝑃 такі, що 𝑃𝐴 =  𝐵𝐶,  

 𝑃𝐵 =  𝐴𝐶 та  𝑃𝐶 =  𝐴𝐵. Знайдіть найбільший кут трикутника 𝐴𝐵𝐶.  

Відповідь: 90°. 

Розв’язання. Трикутники 𝐵𝐴𝑃, 𝐶𝑃𝐴, 𝑃𝐶𝐵 та 𝐴𝐵𝐶 рівні за трьома сторонами. Тому кути 

∠𝐵𝑃𝐶, ∠𝐴𝑃𝐶, ∠𝐴𝑃𝐵 рівні відповідно кутам ∠𝐴, ∠𝐵, ∠𝐶 трикутника 𝐴𝐵𝐶. В залежності від 

розташування променів 𝑃𝐴, 𝑃𝐵 та  𝑃𝐶 можливі два випадки. 

1) Жоден з цих променів не лежить між двома іншими. Тоді 

∠𝐴 +  ∠𝐵 +  ∠𝐶 = ∠𝐵𝑃𝐶 +  ∠𝐴𝑃𝐶 +  ∠𝐴𝑃𝐵 = 360°, 

але сума кутів трикутника дорівнює 180°, а не 360°, суперечність. 

2) Один з променів лежить між двома іншими. Нехай для визначеності це промінь 𝑃𝐵. 

 

 

Тоді  ∠𝐴𝑃𝐶 = ∠𝐵𝑃𝐶 +  ∠𝐴𝑃𝐵, тобто  ∠𝐵 = ∠𝐴 +  ∠𝐶. Оскільки сума кутів трикутника дорівнює 

180°, то у цьому випадку ∠𝐵 = 90°. 

Зауваження. Будь-який прямокутний трикутник 𝐴𝐵𝐶 можна доповнити до прямокутника. Якщо 

𝑃 — четверта вершина цього прямокутника, то неважко показати, що 𝑃𝐴 =  𝐵𝐶,   𝑃𝐵 =  𝐴𝐶 та 

 𝑃𝐶 =  𝐴𝐵. 

 



7. Спочатку всі клітинки дошки розміру 9×5 є білими. За один хід дозволяється обрати 

довільний квадрат 2×2 і змінити колір усіх його клітинок, крім лівої нижньої або правої 

верхньої, на протилежний (білий на чорний, чорний на білий). Чи можна за допомогою 

таких ходів отримати дошку, всі клітинки якої є чорними? 

Відповідь: так. 

Розв'язання. Зрозуміло, що легко змінити колір усіх клітинок у прямокутнику 2×3. Тепер 

покажемо, що можна змінити колір усіх клітинок у квадраті 3×3. Для наочності будемо вважати, 

що спочатку в кожній клітинці стоїть 0, а коли перефарбовуються чергові три клітинки, числа у 

цих клітинках збільшуються на 1: 

 

Ми дістали дошку, заповнену лише непарними числами, тобто всі клітинки змінили колір на 

чорний. 

Тепер ми можемо розрізати дошку 9×5 на три квадрати 3×3 і на три прямокутники 2×3, а потім 

перефарбувати кожну з цих частин дошки у протилежний колір. 

 

8. Оленка стверджує, що число 44…48…89, у десятковому записі якого використано 2026 

четвірок, 2025 вісімок та одну дев’ятку, є точним квадратом натурального числа. Чи не 

помиляється вона? 

Відповідь: ні, не помиляється. 

Розв'язання. Позначимо дане число 𝑁. Тоді 

N = 44…4⏟  
2026

∙ 102026 + 88…8⏟  
2025

∙ 10 + 9. 

Оскільки 44…4⏟  
2026

= 
4

9
⋅ (102026 −  1) та 88…8⏟  

2025

 =
8

9
⋅ (102025 −  1), то 

𝑁 =
4

9
⋅ (102026 −  1) ⋅ 102026 +

8

9
⋅ (102025 −  1) · 10 + 9 =  

=
4⋅104052+4⋅102026+1

9
= (

2∙102026+1

3
)
2

. 

Число 
2∙102026+1

3
 натуральне, оскільки число 2 ∙ 102026 + 1 має суму цифр 3, а тому ділиться на 

3. Отже, Оленка не помиляється. 



3 тур 

 

9. Святослав і Мирослав грають у гру, першим ходить Мирослав. Вони по черзі обирають 

цілі числа від 1 до 100, які ще ніхто раніше не обирав. Гравець програє, якщо після його 

ходу суму всіх чисел, обраних з початку гри обома гравцями, не можна записати як 

різницю квадратів двох цілих чисел. Чи має один із гравців виграшну стратегію? Якщо 

так, то хто? 

Відповідь: виграшну стратегію має Мирослав. 

Розв'язання. Спочатку з’ясуємо, коли завершується гра.  

Розглянемо різницю квадратів двох цілих чисел: 𝑎2 − 𝑏2 = (𝑎 − 𝑏)(𝑎 + 𝑏).  

Якщо 𝑎 і 𝑏 — числа однієї парності, то обидві дужки є парними, отже 𝑎2 − 𝑏2 ділиться на 4. І 

навпаки, кожне ціле число, кратне 4, можна подати як різницю квадратів двох цілих чисел, 

оскільки (𝑘 + 1)2 − (𝑘 − 1)2 = 4𝑘,  де 𝑘 ціле. 

Якщо 𝑎 і b — числа різної парності, то обидві дужки є непарними, тому 𝑎2 − 𝑏2 непарне. І 

навпаки, кожне непарне число також можна подати як різницю квадратів двох цілих чисел, бо 

(𝑚 + 1)2 −𝑚2 = 2𝑚 + 1, де 𝑚 ціле. 

Отже, гра триває, поки сума всіх обраних чисел ділиться на 4 або дає остачі 1, 3 при діленні на 4, 

а коли сума вперше дасть остачу 2, гравець, на чиєму ході це сталося, програє. 

Покажемо, що Мирослав може забезпечити собі перемогу. Першим своїм ходом він може обрати 

число 100, а далі, якщо Святослав обрав число 𝑎 і не програв, Мирослав у відповідь обирає число 

100 − 𝑎 і не програє, бо сума чисел після його ходу ділиться на 4. Єдине число Святослава, яке 

Мирослав не може доповнити до 100, це 50. Але, якщо Святослав обирає число 50, він одразу 

програє, бо утворюється сума, яка дає остачу 2 при діленні на 4. Рано чи пізно Святослав буде 

вимушений назвати число, яке дає остачу 2 при діленні на 4, і програє. 

10. Яка найменша кількість кругів радіуса 1 потрібна, аби повністю накрити інший круг 

радіуса 1, якщо жодні два круга не мають збігатися? 

Відповідь: 3. 

Розв’язання. Покажемо, що двох кругів не вистачить. Припустимо, що круги 𝜔1 та 𝜔2 радіуса 1 

покривають круг 𝜔 радіуса 1. Розглянемо коло 𝛾, яке обмежує круг 𝜔. Круг 𝜔1 не може містити 

пару діаметрально протилежних точок кола 𝛾, інакше 

кола 𝜔1 та 𝜔 збігалися би. Тому круг 𝜔1 може накрити 

дугу кола 𝛾, меншу за півколо. Круг 𝜔2 також може 

накрити дугу кола 𝛾, меншу за півколо, а два круги разом 

накривають не все коло 𝛾, а тому і не весь круг 𝜔. 

Тепер покажемо, що трьох кругів достатньо. Впишемо у 

круг 𝜔 правильний шестикутник. Центри трьох кругів 

розмістимо у вершинах цього шестикутника через одну 

як показано на рисунку. Три такі круги повністю 

накривають 𝜔. 

Отже, найменша потрібна кількість кругів дорівнює 3.  
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1. На дошці записані числа від 1 до 2027. Поліна і Дарина по черзі стирають по одному числу, 

починає Поліна. Гра закінчується, коли на дошці залишаються два числа. Якщо їхня сума 

ділиться на 3, то перемагає Поліна, а якщо ні, то Дарина. Хто з гравців має виграшну 

стратегію? Відповідь обґрунтуйте. 

Відповідь: виграє Поліна. 

Розв’язання. 

 I спосіб. Наведемо одну з можливих стратегій Поліни. Першим ходом вона стирає число 1014. 

Усі інші числа можна розбити на пари так, аби сума чисел у кожній парі дорівнювала 2028: (1, 

2027), (2, 2026), (3, 2025) тощо. Кожен раз, коли Дарина стирає деяке число, Поліна у відповідь 

стиратиме друге число з тієї ж пари. Таким чином, у кінці гри залишиться пара чисел із сумою 

2028, а 2028 ділиться на 3. 

II спосіб. Оскільки нас цікавить лише подільність на 3, всі числа можна замінити остачами від 

ділення на 3. Спочатку на дошці 675 нулів, 676 одиниць та 676 двійок. Першим ходом Поліна 

стирає 0, а далі якщо Дарина стирає 1, 2 або 0, то Поліна  у відповідь стирає 2, 1 або 0 відповідно. 

Вона завжди може це робити, бо після її ходів на дошці буде парна кількість нулів і однакова 

кількість одиниць та двійок. У кінці гри на дошці будуть одиниця і двійка або два нуля, тому 

Поліна виграє. 

2. (Олександр Кожем’яка) Про додатні числа 𝑎, 𝑏, 𝑐 відомо, що одне з чисел 
𝑎

𝑐
+
𝑐

𝑏
+
𝑏

𝑎
 та 

 
𝑎

𝑏
+
𝑏

𝑐
+
𝑐

𝑎
 є раціональним, а інше — ірраціональним. Доведіть, що хоча б одне з чисел  √

𝑎

𝑏
–

√
𝑏

𝑎
, √

𝑏

𝑐
–√

𝑐

𝑏
 та √

𝑐

𝑎
–√

𝑎

𝑐
 є ірраціональним.  

Розв’язання. Припустимо, що всі числа √
𝑎

𝑏
–√𝑏

𝑎
,   √

𝑏

𝑐
–√

𝑐

𝑏
,   √

𝑐

𝑎
–√

𝑎

𝑐
 є раціональними. Тоді сума 

квадратів цих чисел теж є раціональною. Маємо 

(√
𝑎

𝑏
–√

𝑏

𝑎
)

2

+(√
𝑏

𝑐
–√

𝑐

𝑏
)

2

+(√
𝑐

𝑎
–√

𝑎

𝑐
)
2

= (
𝑎

𝑏
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𝑏

𝑎
)+(

𝑏

𝑐
–2+

𝑐

𝑏
)+(

𝑐

𝑎
–2+

𝑎

𝑐
) =  

= (
𝑎

𝑏
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𝑏

𝑐
+
𝑐

𝑎
)+(

𝑎

𝑐
+
𝑐

𝑏
+
𝑏

𝑎
) –6.  

 Але з умови задачі випливає, що число (
𝑎

𝑏
+
𝑏

𝑐
+
𝑐

𝑎
)+(

𝑎

𝑐
+
𝑐

𝑏
+
𝑏

𝑎
) –6 є ірраціональним, 

суперечність. Отже, хоча б одне з чисел √
𝑎

𝑏
–√

𝑏

𝑎
, √

𝑏

𝑐
–√

𝑐

𝑏
 та √

𝑐

𝑎
–√

𝑎

𝑐
 є ірраціональним. 

 

 

 



3. (Михайло Плотніков) Кола ɷ1 і ɷ2 перетинаються в точках A і B. Через A проведена 

довільна січна DE (D ∈ ɷ1, E ∈ ɷ2). DK і EN — відповідно дотичні до кіл ɷ2 і ɷ1. Доведіть, 

що з відрізків DK, EN і DE можна скласти прямокутний трикутник.  

Доведення: 

За теоремою про квадрат дотичної  

для кола ɷ1: 𝐸𝑁2=𝐸𝐷 · 𝐸𝐴     (1) 

а для ɷ2: 𝐷𝐾2=𝐷𝐸 · 𝐷𝐴     (2), 

Додавши (1) і (2), отримаємо: 

 𝐸𝑁2 + 𝐷𝐾2= 𝐷𝐸(𝐷𝐴+𝐸𝐴) = 𝐷𝐸², тоді за теоремою, 

оберненою до теореми Піфагора, з відрізків DK, EN і DE 

можна скласти прямокутний трикутник. 

 

4. (Михайло Сидоренко) Нехай 𝐴𝐵𝐶𝐷 — вписаний чотирикутник. Через точку 𝐵 провели 

пряму 𝑡, перпендикулярну до 𝐵𝐷, а через точку 𝐶 — пряму 𝑛, перпендикулярну до 𝐴𝐶. 

Діагоналі чотирикутника перетинаються в точці 𝑃, а прямі 𝑡 і 𝑛 — у точці 𝑄. Доведіть, що 

𝑃𝑄 перпендикулярно 𝐴𝐷.  

 Доведення: 

Нехай BQ перетинає АС в точці B1, а CQ перетинає BD 

в точці C1 

 Розглянемо чотирикутник BB1C1C.  

Оскільки ∠B₁B C₁ = ∠B₁C C₁ = 90° за побудовою, то 

чотирикутник BB1C1C  вписаний та ∠CBC1 = ∠CB1C1. 

Але також ∠CBC1 = ∠CAD — як вписані кути, що 

спираються на одну дугу. Оскільки звідси  

∠CB1C1 = ∠CAD, то прямі B₁C₁ і AD  паралельні. 

У трикутнику QB₁C₁ точка P — ортоцентр, звідси 

випливає, що прямі QP та B₁C₁ перпендикулярні, а 

отже і перпендикулярні QP та AD. Оскільки P — це 

точка перетину АС і BD, а QP – перпендикуляр до AD, 

то отримали те, що потрібно.  

 

5. (Володимир Брайман)Дано трикутник 𝐴𝐵𝐶, в якому 

𝐴𝐶 > 𝐵𝐶. Побудувати на стороні 𝐴𝐵 такі точки 𝐷, 𝐸, 

що 𝐴𝐷 = 𝐵𝐸 та ∠𝐵𝐷𝐶 + ∠𝐵𝐸𝐶 = 90°.  

 

Розв’язання. Добудуємо трикутник до рівнобічної 

трапеції 𝐴𝐵𝐶𝐺 з основами 𝐴𝐵 та 𝐶𝐺. Трикутники 𝐴𝐷𝐺 

та 𝐵𝐸𝐶 рівні за двома сторонами і кутом між ними, 

тому ∠𝐴𝐷𝐺 = ∠𝐵𝐸𝐶, тобто ∠𝐴𝐷𝐺 + ∠𝐵𝐷𝐶 = 90°. 

Отже, ∠𝐺𝐷𝐶 = 90°, тобто 𝐷, 𝐸 — точки перетину кола з діаметром 𝐶𝐺 зі стороною 𝐴𝐵. Задача 

має розв’язок за умови, що коло з діаметром 𝐶𝐺 перетинає сторону 𝐴𝐵 у двох точках. 



6. Назвемо десятицифрове число цікавим, якщо воно ділиться на число 11111 і всі його 

цифри різні. Скільки існує цікавих чисел? 

Відповідь: 3456.  

Розв’язання. Якщо всі цифри десятицифрового числа різні, то їхня сума дорівнює 45. Тому це 

число ділиться на 9. Отже, якщо воно ділиться на 11111, то воно ділиться і на 99999. 

Розглянемо десятицифрове число 𝑋=𝑎9…𝑎0 і зауважимо, що  

𝑋=105 ⋅ 𝑎9…𝑎5+𝑎4…𝑎0 =  99999 ⋅ 𝑎9…𝑎5+𝑎9…𝑎5+𝑎4…𝑎0. 

Таким чином, число 𝑋 ділиться на 99999 тоді і тільки тоді, коли сума 𝑎9…𝑎5+𝑎4…𝑎0 ділиться на 

99999. Але ця сума менша за 2 ⋅ 99999. Тому вона ділиться на 99999 лише за умови, що вона 

дорівнює 99999. Це рівносильно тому, що 𝑎0+𝑎5=9,  𝑎1+𝑎6=9,  𝑎2+𝑎7=9,  𝑎3+𝑎8=9 та 𝑎4+𝑎9=9. 

Отже, останні п’ять цифр цікавого числа визначаються його першими п’ятьма цифрами, а перші 

п’ять цифр можна вибирати довільно так, аби жодні дві з них не давали в сумі 9 і щоб 𝑎9 не 

дорівнювало нулю. Таким чином, цифру 𝑎9 можна вибрати 9 способами, цифру 𝑎8 — 8 способами 

(не можна обирати 𝑎9 і 9−𝑎9), 𝑎7 — 6 способами, 𝑎6 — 4 способами та 𝑎5 — 2 способами. Звідси 

отримуємо 9 ⋅ 8 ⋅ 6 ⋅ 4 ⋅ 2=3456 можливостей. 

 

 

 



Ïàì'ÿòi âèäàòíîãî â÷èòåëÿ ãåîìåòði¨ I.À. Êóøíiðà

XXIX îëiìïiàäà ç ìàòåìàòèêè
Ðóñàíiâñüêîãî ëiöåþ ì. Êè¹âà (2026)
Êîìàíäíà îëiìïiàäà, 9�10 êëàñè.

Ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷

1. (Ìàòâié Êóðñüêèé) Íåõàé ABC � ðiâíîáå-
äðåíèé òðèêóòíèê (AB = BC). Íà ñòîðîíàõ AC
òà BC âiäìiòèëè òî÷êè D òà E âiäïîâiäíî òàê, ùî
AD = DE = EC. Äîâåäiòü, ùî öåíòð çîâíiâïè-
ñàíîãî êîëà òðèêóòíèêà CDE, ÿêå äîòèêà¹òüñÿ äî
ñòîðîíè DE, ëåæèòü íà âiäðiçêó AB.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè òðèêóòíèêè ABC òà
DEC ðiâíîáåäðåíi ç îäíàêîâèì êóòîì ïðè îñíîâi,
òî DE ∥ AB. Âiäìiòèìî íà ñòîðîíi AB òî÷êó F
òàê, ùî EF ∥ AC (ðèñ. 1). Òîäi ADEF � ðîìá, îò-
æå DF ¹ áiñåêòðèñîþ êóòà ADE, AE ¹ áiñåêòðèñîþ
êóòà BAC, à ç ìiðêóâàíü ñèìåòði¨ CF ¹ áiñåêòðè-
ñîþ êóòà ACB. Òàêèì ÷èíîì, F ¹ öåíòðîì çîâíiâ-
ïèñàíîãî êîëà òðèêóòíèêà CDE. Ðèñ. 1.

2. Íà íåñêií÷åííié øàõiâíèöi ñòîÿòü êîíi òà ñëîíè, óñüîãî N ôiãóð. Âiäîìî, ùî
êîæåí ñëîí á'¹ õî÷à á îäíîãî êîíÿ, à êîæåí êiíü á'¹ õî÷à á îäíîãî ñëîíà, ïðîòå öå
òâåðäæåííÿ ñòàíå õèáíèì, ÿêùî çíÿòè ç äîøêè áóäü-ÿêó îäíó ôiãóðó (ââàæà¹ìî, ùî
ñëîí á'¹ êîíÿ íàâiòü ÿêùî íà äiàãîíàëi ìiæ íèìè ¹ iíøi ôiãóðè). Çíàéäiòü âñi ìîæëèâi
çíà÷åííÿ N.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íà ðèñ. 2 çîáðàæåíî ðîçòàøóâàí-
íÿ äâîõ êîíåé òà äâîõ ñëîíiâ, ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ óìî-
âó. ßêùî ðîçòàøóâàòè íà øàõiâíèöi k ≥ 1 òàêèõ
÷åòâiðîê ôiãóð äîñòàòíüî äàëåêî, àáè ôiãóðè ç ðiç-
íèõ ÷åòâiðîê íå áèëè îäíà îäíó, äiñòàíåìî ïðèêëàä
ç N = 4k. Çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ùî íåìà¹ iíøèõ
ìîæëèâèõ çíà÷åíü N .

Ïðîâåäåìî ñòðiëêó âiä êîæíî¨ ôiãóðè äî ôiãóðè,
ÿêó âîíà á'¹, çà óìîâè, ùî òàêà ôiãóðà ðiâíî îäíà. Çà
óìîâîþ äî êîæíî¨ ôiãóðè âåäå ñòðiëêà, áî iíàêøå öþ Ðèñ. 2.

ôiãóðó ìîæíà áóëî á çíÿòè ç äîøêè. Îòæå, êiëüêiñòü ñòðiëîê íå ìåíøà çà êiëüêiñòü
ôiãóð, à òîìó âiä êîæíî¨ ôiãóðè âåäå ñòðiëêà. Ðóõàþ÷èñü âçäîâæ ñòðiëîê, äiñòàíåìî,
ùî âñi ôiãóðè óòâîðþþòü îäèí àáî äåêiëüêà öèêëiâ, â ÿêèõ êîíi òà ñëîíè ÷åðãóþòüñÿ.
ßêùî øàõiâíèöþ ðîçôàðáîâàíî ñòàíäàðòíèì ÷èíîì, ïðè ïåðåõîäi âiä êîíÿ äî ñëî-
íà êîëið êëiòèíêè çìiíþ¹òüñÿ, à ïðè ïåðåõîäi âiä ñëîíà äî êîíÿ çáåðiãà¹òüñÿ. Îòæå,
êîëüîðè êëiòèíîê ç êîíÿìè ó öèêëi ÷åðãóþòüñÿ, à òîìó êîæåí öèêë ìiñòèòü ïàðíó
êiëüêiñòü êîíåé. Òàêèì ÷èíîì, êiëüêiñòü ôiãóð ó êîæíîìó öèêëi äiëèòüñÿ íà 4, à òîìó
i çàãàëüíà êiëüêiñòü ôiãóð äiëèòüñÿ íà 4.

Âiäïîâiäü: N = 4k, k ≥ 1.
3. (Îëåêñàíäð Òîëåñíiêîâ) Íà äîøöi çàïèñàíî 100 äîäàòíèõ ÷èñåë. Âiäîìî, ùî ñóìà

áóäü-ÿêèõ 50 ç íèõ ìåíøà çà äîáóòîê ðåøòè 50 ÷èñåë. ×è ïðàâäà, ùî ñóìà âñiõ ÷èñåë
íà äîøöi ïðèíàéìíi ó 25 ðàçiâ ìåíøà çà äîáóòîê óñiõ ÷èñåë íà äîøöi?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé íà äîøöi çàïèñàíi ÷èñëà a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ a100. Îáåðåìî ÷èñëî
m òàê, ùî a50 ≤ m ≤ a51. Òîäi

50m ≤ a51 + . . .+ a100 < a1 · . . . · a50 ≤ m50,

òîìó m49 > 50, çîêðåìà m > 1. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî



25(a1 + . . .+ a100) ≤50 (a51 + . . .+ a100) <

<a1 · . . . · a50 ·m50 ≤ a1 · . . . · a100.

4. (Ñåðãié ßêîâë¹â) Íà ðèñóíêó çîáðàæåíî êðîêåòíèé
ìàéäàí÷èê BCD. Çà äîïîìîãîþ öèðêóëÿ òà ëiíiéêè

à) ïðîâåäiòü äóãó äåÿêîãî êîëà, ÿêà äiëèòü ïëîùó ìàé-
äàí÷èêà íàâïië;

á) ïðîâåäiòü äóãó iíøîãî êîëà, ÿêà òàêîæ äiëèòü ïëîùó
ìàéäàí÷èêà íàâïië.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. I ñïîñiá. Íåõàé òî÷êà E ñèìåòðè÷íà äî B âiäíîñíî AC (ðèñ. 3 à).
Ïëîùà ìàéäàí÷èêà óäâi÷i ìåíøà çà ïëîùó ñåãìåíòà, îáìåæåíîãî äóãîþ BCE òà âiä-
ðiçêîì BE. Ïðè ãîìîòåòi¨ ç öåíòðîì B i êîåôiöi¹íòîì 1

2
öåé ñåãìåíò ïåðåéäå ó ñåãìåíò,

îáìåæåíèé äóãîþ BD òà âiäðiçêîì BD. Ïëîùà öüîãî ñåãìåíòà äîðiâíþ¹ ÷âåðòi ïëîùi
âåëèêîãî ñåãìåíòà, òîáòî ïîëîâèíi ïëîùi ìàéäàí÷èêà. Òàêèì ÷èíîì, äîñòàòíüî âiäìi-
òèòè òî÷êó M, ÿêà ¹ ñåðåäèíîþ AB, i ïðîâåñòè äóãó BD êîëà ç öåíòðîì M i ðàäióñîì
MB.

II ñïîñiá. Äîñòàòíüî ïðîâåñòè äóãó B′C ′, ÿêà ¹ îáðàçîì äóãè BC ïðè ãîìîòåòi¨ ç
öåíòðîì D i êîåôiöi¹íòîì 1√

2
(ðèñ. 3 á).

Ðèñ. 3.

5. (Îëåêñàíäð Òîëåñíiêîâ) � øiñòü çîâíi îäíàêîâèõ ìîíåò, ñåðåä ÿêèõ òðè ñïðàâæíi
ìîíåòè âàãîþ 10 ã, äâi ôàëüøèâi ëåãêi ìîíåòè âàãîþ 9 ã òà îäíà ôàëüøèâà âàæêà
ìîíåòà âàãîþ 11 ã. Íà õëèïêèõ òåðåçàõ çà îäíå çâàæóâàííÿ ìîæíà ïîðiâíÿòè âàãó
ëèøå äâîõ ìîíåò. Çà ÿêó íàéìåíøó êiëüêiñòü çâàæóâàíü ìîæíà âèçíà÷èòè âàãó âñiõ
ìîíåò?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îáðàòè ñåðåä 6 ìîíåò îäíó íà ðîëü âàæêî¨ òà äâi íà ðîëü ëåãêèõ
ìîæíà 6 · 5·4

2
= 60 ñïîñîáàìè. Ïðè áóäü-ÿêîìó çâàæóâàííi iñíó¹ ðåçóëüòàò, ïðè ÿêîìó

çàëèøà¹òüñÿ íå ìåíøå òðåòèíè ìîæëèâèõ âàðiàíòiâ, òîìó çà òðè çâàæóâàííÿ íå çàâ-
æäè ìîæíà çàëèøèòè ¹äèíèé âàðiàíò. Ïîêàæåìî, ùî ÷îòèðüîõ çâàæóâàíü äîñòàòíüî.

Ðîçiá'¹ìî ìîíåòè íà òðè ïàðè i ïåðøèìè òðüîìà çâàæóâàííÿìè ïîðiâíÿ¹ìî âà-
ãó ìîíåò ó êîæíié ïàði. Â çàëåæíîñòi âiä ðåçóëüòàòiâ öèõ çâàæóâàíü ìîæëèâi òàêi
âèïàäêè:

1) Â óñiõ çâàæóâàííÿõ îäíà ìîíåòà âèÿâèëàñÿ ëåãøîþ çà iíøó. Òîäi ó äâîõ ïàðàõ
ìîíåòè ëåãêà i ñïðàâæíÿ, à ó òðåòié ñïðàâæíÿ i âàæêà. Ïîðiâíÿ¹ìî âàæ÷i ìîíåòè ç
äâîõ ïàð i çà ðåçóëüòàòîì çíàéäåìî ïàðó çi ñïðàâæíüîþ i âàæêîþ ìîíåòàìè.

2) Ó äâîõ çâàæóâàííÿõ îäíà ìîíåòà âèÿâèëàñÿ ëåãøîþ çà iíøó, à ó òðåòüîìó çâà-
æóâàííi áóëà ðiâíîâàãà. Òîäi ó äâîõ ïàðàõ ëåãêà i ñïðàâæíÿ òà ëåãêà i âàæêà ìîíåòè, à
ó òðåòié äâi ñïðàâæíi. Ïîðiâíÿ¹ìî âàæ÷i ìîíåòè ç äâîõ ïàð, ó ÿêèõ íå áóëî ðiâíîâàãè,
i äiçíà¹ìîñÿ, ÿêà ç íèõ ñïðàâæíÿ i ÿêà âàæêà.



3) Ó îäíîìó çâàæóâàííi îäíà ìîíåòà âèÿâèëàñÿ ëåãøîþ çà iíøó, à ó äâîõ çâàæó-
âàííÿõ áóëà ðiâíîâàãà. Òîäi ó ïåðøié ïàði ñïðàâæíÿ òà âàæêà ìîíåòè, à ó ïàðàõ ç
ðiâíîâàãîþ äâi ëåãêi òà äâi ñïðàâæíi. Ïîðiâíÿ¹ìî ïî îäíié ìîíåòi ç äâîõ ïàð, â ÿêèõ
áóëà ðiâíîâàãà, i äiçíà¹ìîñÿ, â ÿêié ïàði ìîíåòè ñïðàâæíi, à â ÿêié ëåãêi.

4) Ðiâíîâàãè â óñiõ çâàæóâàííÿõ áóòè íå ìîæå.
6. (Âàäèì Ñîëîìêà) Ïðî îïóêëèé ï'ÿòèêóòíèê ABCDE âiäîìî, ùî BD ∥ AE

òà ∠ABC = ∠EDC. Íà ïðîäîâæåííi CB çà òî÷êó B âiäìiòèëè òî÷êó K òàê, ùî
∠BAK = ∠BDC, à íà ïðîäîâæåííi CD çà òî÷êó D âiäìiòèëè òî÷êó L òàê, ùî
∠DEL = ∠DBC. Äîâåäiòü, ùî òî÷êè A,E,K,L ëåæàòü íà îäíîìó êîëi.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. I ñïîñiá. Ïîçíà÷èìî ∠ABK = ∠EDL = α (öi êóòè ðiâíi ÿê ñóìiæíi ç
ðiâíèìè êóòàìè ∠ABC òà ∠EDC), ∠ABD = β òà ∠BDE = γ (ðèñ. 4). Òîäi ∠BAK =
= ∠BDC = 180◦−α−γ, à òîìó ç òðèêóòíèêà ABK çíàõîäèìî ∠AKB = γ. Àíàëîãi÷íî
∠DEL = ∠DBC = 180◦ − α − β, à òîìó ç òðèêóòíèêà EDL çíàõîäèìî ∠ELD = β.
Òàêîæ ìà¹ìî

∠KAE = ∠KAB + ∠BAE = (180◦ − α− γ) + (180◦ − β),

∠LEA = ∠LED + ∠DEA = (180◦ − α− β) + (180◦ − γ),

òîáòî ∠KAE = ∠LEA. Ïîêàæåìî, ùî òàêîæ AK = EL. Çâiäñè âèïëèâàòèìå, ùî
AKLE � ðiâíîái÷íà òðàïåöiÿ àáî ïðÿìîêóòíèê, à îòæå òî÷êè A,E,K,L ëåæàòü íà
îäíîìó êîëi.

Îñêiëüêè BD ∥ AE, òî÷êè A òà E çíàõîäÿòüñÿ íà îäíàêîâié âiäñòàíi h âiä BD.
Òîìó AB sin β = ED sin γ = h. Çà òåîðåìîþ ñèíóñiâ

AK = AB · sinα
sin γ

= h · sinα

sin β sin γ
, EL = ED · sinα

sin β
= h · sinα

sin β sin γ
,

òîáòî AK = EL, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

Ðèñ. 4. Ðèñ. 5.

II ñïîñiá. Íåõàé ïðÿìi AB òà CD ïåðåòèíàþòüñÿ ó òî÷öi F, à ïðÿìi BC òà DE
ïåðåòèíàþòüñÿ ó òî÷öi G (ðèñ. 5). ßê i â I ñïîñîái, ïîçíà÷èìî ∠ABK = ∠EDL = α,
∠ABD = β òà ∠BDE = γ. Òîäi ∠FBG = ∠FDG = α, òîìó ÷îòèðèêóòíèê BFGD
âïèñàíèé. Çâiäñè ∠BFG = ∠BDE = γ òà ∠DGF = ∠ABD = β. Îñêiëüêè BD ∥ AE,
òî ∠AEG = ∠BDG = 180◦ − γ, òîìó ÷îòèðèêóòíèê AFGE òåæ âïèñàíèé. Àëå ó
I ñïîñîái áóëî âñòàíîâëåíî, ùî ∠AKG = ∠AFG = γ òà ∠ELF = ∠EGF = β. Òîìó
òî÷êè K òà L ëåæàòü íà îïèñàíîìó êîëi ÷îòèðèêóòíèêà AFGE, òîáòî óñi øiñòü òî÷îê
A,E, F,G,K,L ëåæàòü íà îäíîìó êîëi.

7. (Ìèõàéëî Ñèäîðåíêî) Íåõàé ABC � ãîñòðîêóòíèé òðèêóòíèê, ó ÿêîìó
AB < AC. Íà ñòîðîíi AC îáðàëè òî÷êó D òàê, ùî AD = AB, à íà ñòîðîíi BC



òî÷êó T òàê, ùî DT ⊥ AC. Íåõàé ω � îïèñàíå êîëî òðèêóòíèêà ABC, AS � äiàìåòð
êîëà ω, à W � ñåðåäèíà äóãè ⌣BSC. Äîâåäiòü, ùî òî÷êà ïåðåòèíó ïðÿìèõ SD òà
WT ëåæèòü íà êîëi ω.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé ïðÿìà WT ïåðåòèíà¹ ω ó òî÷öi E, à ïðÿìà ED ïåðåòèíà¹ ω ó
òî÷öi S ′ (ðèñ. 6). Äîâåäåìî, ùî S ′ = S.

Òðèêóòíèêè ABW òà ADW ðiâíi çà äâîìà ñòîðîíàìè i êóòîì ìiæ íèìè, òîìó
WD = WB = WC. Òðèêóòíèêè WEC òà WCT ïîäiáíi (êóò ïðè âåðøèíi W ñïiëüíèé,
∠WEC = ∠WCT = 1

2
∠BAC), îòæå WC/WT = WE/WC. Àëå WD = WC, òîìó

WD/WT = WE/WD, òîáòî òðèêóòíèêè WED òà WDT òåæ ïîäiáíi. Îòæå,

∠TDW = ∠WED = ∠WES ′ = ∠WCS ′.

Îñêiëüêè òðèêóòíèê WDC ðiâíîáåäðåíèé, òî ∠WDC = ∠WCD. Òàêèì ÷èíîì,

∠TDC = ∠TDW + ∠WDC = ∠WCS ′ + ∠WCD = ∠DCS ′.

Îòæå, ∠DCS ′ = ∠TDC = 90◦. Òîìó AS ′ � äiàìåòð, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

Ðèñ. 6.

8. Ïðî ôóíêöiþ F : N → N âiäîìî, ùî ïðè áóäü-ÿêèõ íàòóðàëüíèõ a, b, c, d ïðà-
âèëüíà ðiâíiñòü

F
(
F (F (a))

)
F
(
bcF (dF (a))

)
= a2 F

(
bF (d)

)
F (c).

Äîâåäiòü, ùî F (n!) ≥ n! ïðè âñiõ íàòóðàëüíèõ n (òóò n! = 1 · 2 · . . . · n, n ≥ 1).
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïðè b = c = d = 1 ìà¹ìî F

(
F (F (a))

)
F
(
F (F (a))

)
= a2 F

(
F (1)

)
F (1),

òîìó ç ðiâíîñòi F (a1) = F (a2) âèïëèâà¹, ùî a1 = a2. Îòæå, â ðiçíèõ òî÷êàõ F íàáóâà¹
ðiçíi çíà÷åííÿ.

Ïiäñòàâèìî ó ïî÷àòêîâå ðiâíÿííÿ a = 1 òà c = F (F (1)). Äiñòàíåìî

F
(
F (F (1))

)
F
(
b F (F (1))F (dF (1))

)
= F

(
bF (d)

)
F
(
F (F (1))

)
,

àáî F
(
b F (F (1))F (dF (1))

)
= F

(
bF (d)

)
. Çâiäñè b F (F (1))F (dF (1)) = bF (d), àáî

F (F (1))F (dF (1)) = F (d).
Ïîêëàäåìî t = F (1). Òîäi F (t)F (dt) = F (d) ïðè âñiõ d ∈ N. Çâiäñè äiñòà¹ìî, ùî

F (t)F (t2) = F (t), òîáòî F (t2) = 1, òà F (t)F (t3) = F (t2) = 1, òîáòî F (t) = 1. Àëå òîäi
F (t2) = F (t), îòæå t2 = t òà f(1) = t = 1.

Òåïåð ç ïî÷àòêîâîãî ðiâíÿííÿ ïðè a = d = 1 äiñòà¹ìî, ùî F (bc) = F (b)F (c) ïðè
âñiõ b, c ∈ N. Íàðåøòi, F (n!) = F (1)F (2) . . . F (n) ¹ äîáóòêîì n ðiçíèõ íàòóðàëüíèõ
÷èñåë, à òîìó íå ìåíøå çà 1 · 2 · . . . · n = n!



9. (Ìèõàéëî Ïëîòíiêîâ) Íà ñòîðîíi BC òðèêóòíèêà ABC îáèðàþòü òî÷êè X òà
Y òàêi, ùî AX +BX = AY +CY. Äîâåäiòü, ùî ïðè âñiõ ìîæëèâèõ ïîëîæåííÿõ òî÷îê
X òà Y iíöåíòð òðèêóòíèêà AXY ëåæèòü íà îäíié ç äâîõ ïðÿìèõ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé M � ñåðåäèíà BC. Òîäi î÷åâèäíî, ùî AM +BM = AM +CM.
Ðîçãëÿíåìî, ÿê ìîæóòü áóòè ðîçòàøîâàíi òî÷êè X òà Y âiäíîñíî òî÷êè M. ßêùî
BX < BM, òî çà íåðiâíiñòþ òðèêóòíèêà AM +BM = AM +BX +XM > AX +BX.
ßêùî æ BX > BM, òî AX + BX = AX + BM + MX > AM + BM. Àíàëîãi÷íî
äiñòà¹ìî, ùî ÿêùî CY < CM, òî AM + CM > AY + CY, à ÿêùî CY > CM, òî
AY + CY > AM + CM. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî àáî îäíî÷àñíî BX < BM òà CY < CM
(ðèñ. 7 à), àáî îäíî÷àñíî BX > BM òà CY > CM (ðèñ. 7 á). Ïîêàæåìî, ùî ó êîæíîìó
ç öèõ âèïàäêiâ iíöåíòðè âñiõ ìîæëèâèõ òðèêóòíèêiâ AXY ëåæèòü íà îäíié ïðÿìié
(ñâî¨é äëÿ êîæíîãî âèïàäêó).

Ðèñ. 7.

Íåõàé BX < BM òà CY < CM. Ïåðåïèøåìî ðiâíiñòü ç óìîâè ó âèãëÿäi

AX +BX −BM = AY + CY − CM,

òîáòî AX − XM = AY − YM. Öå îçíà÷à¹, ùî M � òî÷êà äîòèêó âïèñàíîãî êîëà
òðèêóòíèêà AXY çi ñòîðîíîþ XY, à òîìó iíöåíòð òðèêóòíèêà AXY çàâæäè ëåæèòü
íà ñåðåäèííîìó ïåðïåíäèêóëÿði äî BC.

Íåõàé BX > BM òà CY > CM. Òåïåð ðiâíiñòü

AX +BX −BM = AY + CY − CM

íàáóâà¹ âèãëÿäó AX + XM = AY + YM. Öå îçíà÷à¹, ùî M � òî÷êà äîòèêó çîâíi-
âïèñàíîãî êîëà òðèêóòíèêà AXY çi ñòîðîíîþ XY. Íåõàé E � ñåðåäèíà âèñîòè AD
òðèêóòíèêà ABC. Ïîêàæåìî, ùî iíöåíòð òðèêóòíèêà AXY çàâæäè ëåæèòü íà ïðÿìié
ME. ÍåõàéK � òî÷êà äîòèêó âïèñàíîãî êîëà òðèêóòíèêà AXY çi ñòîðîíîþXY, à JK
� äiàìåòð öüîãî êîëà. Ïðè ãîìîòåòi¨ ç öåíòðîì A, ÿêà ïåðåâîäèòü çîâíiâïèñàíå êîëî
ó âïèñàíå, òî÷êà M ïåðåõîäèòü ó òî÷êó J, òîìó A − J −M öå îäíà ïðÿìà. Íàðåøòi,
ïðè ãîìîòåòi¨ ç öåíòðîì M, ÿêà ïåðåâîäèòü JK ó AD, òî÷êà I ïåðåõîäèòü ó òî÷êó E.

10. Äåÿêi 2n + 1 ðiçíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, äå n ≥ 1, ïîôàðáóâàëè ó çåëåíèé
êîëið. Äëÿ êîæíî¨ ïàðè çåëåíèõ ÷èñåë a ̸= b çàïèñàëè âñi ïðîñòi äiëüíèêè ñóìè a+ b.
Äîâåäiòü, ùî ñåðåä óñiõ çàïèñàíèõ ïðîñòèõ äiëüíèêiâ îáîâ'ÿçêîâî çíàéäåòüñÿ õî÷à á
n+ 1 ðiçíèõ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé P = {p1 < p2 < . . . < pk} � ìíîæèíà âñiõ çàïèñàíèõ ïðîñòèõ
÷èñåë. Ïîêàæåìî, ùî k ≥ n+ 1.

Îñêiëüêè 2n + 1 ≥ 3, ñåðåä çåëåíèõ ÷èñåë ¹ ÷èñëà îäíàêîâî¨ ïàðíîñòi, ¨õíÿ ñóìà
äiëèòüñÿ íà 2. Òîìó p1 = 2.

Áóäåìî êàçàòè, ùî νp(c) = t ≥ 0, ÿêùî c äiëèòüñÿ íà pt òà íå äiëèòüñÿ íà pt+1.
Íàçâåìî çåëåíi ÷èñëà a < b äðóçÿìè çà ïðîñòèì ìîäóëåì p, ÿêùî νp(a+ b) ≥ νp(a) + 1



ó âèïàäêó íåïàðíîãî p òà ÿêùî ν2(a+b) ≥ ν2(a)+2 ó âèïàäêó p = 2. Îñêiëüêè a+b > 2a
òà âñi äiëüíèêè ÷èñëà a + b íàëåæàòü ìíîæèíi P, òî êîæíi äâà çåëåíi ÷èñëà a < b ¹
äðóçÿìè çà õî÷à á îäíèì iç ìîäóëiâ p1, . . . , pk.

Çàïèòà¹ìî ó êîæíîãî çåëåíîãî ÷èñëà c, ÿêîþ ¹ îñòà÷à âiä äiëåííÿ c
2ν2(c)

íà 4, à
òàêîæ ïàðíîþ ÷è íåïàðíîþ ¹ îñòà÷à âiä äiëåííÿ c

pνp(c)
íà p ïðè p = p2, . . . , p = pk.

ßêùî ÷èñëà a < b ¹ äðóçÿìè çà íåïàðíèì ìîäóëåì p, òî νp(a) = νp(b) = t ïðè äåÿêîìó
t ≥ 0, à ñóìà îñòà÷ âiä äiëåííÿ a

pt
òà b

pt
íà p äîðiâíþ¹ p, òîáòî öi îñòà÷i ìàþòü ðiçíó

ïàðíiñòü. Àíàëîãi÷íî ÿêùî ÷èñëà a < b ¹ äðóçÿìè çà ìîäóëåì 2, òî ν2(a) = ν2(b) = t
ïðè äåÿêîìó t ≥ 0, à ñóìà îñòà÷ âiä äiëåííÿ a

2t
òà b

2t
íà 4 äîðiâíþ¹ 4, òîáòî öi îñòà÷i

äîðiâíþþòü 1 òà 3. Îñêiëüêè êîæíi çåëåíi ÷èñëà a < b ¹ äðóçÿìè çà õî÷à á îäíèì
ç ìîäóëiâ p1, . . . , pk, áóäü-ÿêi äâà çåëåíi ÷èñëà âiäïîâiëè ïî-ðiçíîìó õî÷à á íà îäíå
ïèòàííÿ. Àëå ïðè k ≤ n âiäïîâiñòè íà k ïèòàíü ìîæíà 2k < 2n + 1 ñïîñîáàìè, òîáòî
çà ïðèíöèïîì Äiðiõëå äåÿêi çåëåíi ÷èñëà ìàëè âiäïîâiñòè íà âñi ïèòàííÿ îäíàêîâî,
ñóïåðå÷íiñòü.


