
Ïîäâiéíå âiäíîøåííÿ
Ìèõàéëî Ïëîòíiêîâ1

Ó ñòàòòi ðîçïîâiäà¹òüñÿ ïðî ïîäâiéíå âiäíîøåííÿ òà éîãî âëàñòèâîñòi. Öåé ìàòåðiàë
äîçâîëÿ¹ åôåêòèâíî òà åôåêòíî äîâîäèòè êëàñè÷íi òåîðåìè ïðîåêòèâíî¨ ãåîìåòði¨. À
ùå � ïîìi÷àòè íîâi öiêàâi çàêîíîìiðíîñòi ó ãåîìåòði¨ øêiëüíié. À ùå � çíàõîäèòè
áiëüø ïðîñòi ðîçâ'ÿçàííÿ áàãàòüîõ äîñèòü ñêëàäíèõ, çîêðåìà îëiìïiàäíèõ, çàäà÷.

Ñïîäiâà¹ìîñü, ùî ÷èòà÷i æóðíàëó çàõî÷óòü âçÿòè íà îçáðî¹ííÿ ïîäâiéíi âiäíîøå-
ííÿ, à âåëèêà êiëüêiñòü ðîçâ'ÿçàíèõ ó ñòàòòi çàäà÷ ¨ì ó öüîìó äîïîìîæå.

Çàäà÷i, ÿêi ìiñòÿòü âàæëèâi ðåçóëüòàòè, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ â ïîäàëüøîìó, ïî-
çíà÷åíî çíàêîì (!).

Ïîäâiéíå âiäíîøåííÿ ÷îòèðüîõ òî÷îê íà îäíié ïðÿìié òà ÷îòèðüîõ ïðÿìèõ

Îçíà÷åííÿ 1. Ïîäâiéíèì âiäíîøåííÿì ÷îòèðüîõ òî÷îê A,B,C,D, ùî íàëåæàòü
îäíié ïðÿìié, íàçèâà¹òüñÿ âåëè÷èíà

(AB,CD) = ± AC

BC
:
AD

BD
,

çíàê ÿêî¨ ââàæà¹òüñÿ âiä'¹ìíèì, ÿêùî ðiâíî îäíà ç òî÷îê C,D ëåæèòü ìiæ A òà B, i
äîäàòíèì ó ðåøòi âèïàäêiâ.

ßêùî íà ïðÿìié çàäàíî êîîðäèíàòè, òî ïîäâiéíå âiäíîøåííÿ ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç
êîîðäèíàòè xA, xB, xC , xD òî÷îê A,B,C,D, à ñàìå

(AB,CD) =
xC − xA

xC − xB

:
xD − xA

xD − xB

=
(xC − xA)(xD − xB)

(xC − xB)(xD − xA)
.

(Ïåðåâiðòå, ùî çíàê öüîãî âèðàçó çàâæäè ñàìå òàêèé, ÿê âèìàãà¹òüñÿ â îçíà÷åííi
ïîäâiéíîãî âiäíîøåííÿ.)

Òàêîæ êîðèñíî ïðîñòåæèòè, ÿê çìiíèòüñÿ ïîäâiéíå âiäíîøåííÿ, ÿêùî çìiíèòè ïî-
ðÿäîê òî÷îê:

(AB,CD) =
1

(BA,CD)
=

1

(AB,DC)
= (BA,DC) = 1− (AC,BD) = (DC,BA).

Îçíà÷åííÿ 2.Ïîäâiéíèì âiäíîøåííÿì ÷îòèðüîõ ïðÿìèõ a, b, c, d, ÿêi ïåðåòèíàþòüñÿ
â îäíié òî÷öi, íàçèâà¹òüñÿ âåëè÷èíà

(a, b; c, d) = ± sin∠(a, c)
sin∠(b, c) :

sin∠(a, d)
sin∠(b, d) ,

çíàê ÿêî¨ ââàæà¹òüñÿ âiä'¹ìíèì, ÿêùî ðiâíî îäíà ç ïðÿìèõ c, d ëåæèòü ó êîæíié ç ïàð
âåðòèêàëüíèõ êóòiâ, óòâîðåíèõ ïðÿìèìè a òà b, i äîäàòíèì ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó.

1ó÷åíü 11 êëàñó Ðóñàíiâñüêîãî ëiöåþ ì. Êè¹âà
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Ïîäâiéíå âiäíîøåííÿ ÷îòèðüîõ ïîïàðíî íå ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ a, b, c, d ââàæàþòü
ðiâíèì ïîäâiéíîìó âiäíîøåííþ ïàðàëåëüíèõ ¨ì ïðÿìèõ, ÿêi ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíié
òî÷öi.

Çàäà÷à 1 (!). Íåõàé ïðÿìi a, b, c, d ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi O i ïåðåòèíàþòü ïðÿìó
l â òî÷êàõ A,B,C,D âiäïîâiäíî. Äîâåñòè, ùî (a, b; c, d) = (AB,CD).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé âiäñòàíü âiä òî÷êè O äî ïðÿìî¨ l äîðiâíþ¹ h. Îá÷èñëèìî ïëîùó
òðèêóòíèêà OAC äâîìà ñïîñîáàìè: S4OAC = 1

2
AC · h = 1

2
OA · OC sin∠(a, c). Çâiäñè

sin∠(a, c) = AC·h
OA·OC

òà àíàëîãi÷íî

sin∠(b, c) = BC·h
OB·OC

, sin∠(a, d) = AD·h
OA·OD

, sin∠(b, d) = BD·h
OB·OD

.

Òàêèì ÷èíîì,

|(a, b; c, d)| =
∣∣∣∣
sin∠(a, c) sin∠(b, d)
sin∠(b, c) sin∠(a, d)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
AC ·BD · h2 ·OA ·OB ·OC ·OD

BC · AD · h2 ·OA ·OB ·OC ·OD

∣∣∣∣ = |(AB,CD)|.

Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî äîìîâëåíîñòi ïðî çíàê ïîäâiéíîãî âiäíîøåííÿ ÷îòèðüîõ òî-
÷îê òà ÷îòèðüîõ ïðÿìèõ òàêîæ óçãîäæóþòüñÿ.

Îçíà÷åííÿ 3. Öåíòðàëüíèì ïðîåêòóâàííÿì ïðÿìî¨ l íà ïðÿìó l1 âiäíîñíî òî÷êè O
íàçèâàþòü ïåðåòâîðåííÿ, ÿêå ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü êîæíié òî÷öi A ïðÿìî¨ l òàêó
òî÷êó A1 ïðÿìî¨ l1, ùî ïðÿìà AA1 ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó O.

Âíàñëiäîê çàäà÷i 1 öåíòðàëüíå ïðîåêòóâàííÿ çáåðiãà¹ ïîäâiéíå âiäíîøåííÿ ÷î-
òèðüîõ òî÷îê. Ñïðàâäi, ÿêùî âîíî ïåðåâîäèòü òî÷êè A,B,C,D ïðÿìî¨ l ó òî÷êè
A1, B1, C1, D1 ïðÿìî¨ l1 (ðèñ. 1), òî

(AB,CD) = (a, b; c, d) = (A1B1, C1D1).

Ðèñ. 1. Ðèñ. 2.

Îòðèìàíó ðiâíiñòü çðó÷íî çàïèñóâàòè òàê: (AB,CD)
O
= (A1B1, C1D1), àáè ïiäêðå-

ñëèòè, ùî âèêîðèñòîâóâàëîñü ïðîåêòóâàííÿ âiäíîñíî òî÷êè O.
Ç òåîðåìè ïðî ïðîïîðöiéíi âiäðiçêè âèïëèâà¹, ùî ïîäâiéíå âiäíîøåííÿ ÷îòèðüîõ

òî÷îê çáåðiãà¹òüñÿ i ïðè ïàðàëåëüíîìó ïðîåêòóâàííi (ðèñ. 2).

2



Ðèñ. 3.
Íà ðèñ. 3 çîáðàæåíî ïðÿìi a, b, c, d, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi O, òà ïðÿìi l, l1,

ïðè÷îìó l ‖ d. Ïðè öåíòðàëüíîìó ïðîåêòóâàííi ïðÿìî¨ l íà ïðÿìó l1 âiäíîñíî òî÷êè
O òî÷êè A, B òà C ïåðåõîäÿòü ó òî÷êè A1, B1 òà C1 âiäïîâiäíî, à ó òî÷êó D1 íå
ïåðåõîäèòü æîäíà òî÷êà ïðÿìî¨ l. Äëÿ çðó÷íîñòi äîìîâèìîñü ââàæàòè, ùî ïðÿìi l òà d
ïåðåòèíàþòüñÿ ó íåñêií÷åííî âiääàëåíié òî÷öi2 D òà âèçíà÷èìî ïîäâiéíå âiäíîøåííÿ
÷îòèðüîõ òî÷îê, îäíà ç ÿêèõ ¹ íåñêií÷åííî âiääàëåíîþ, òàêèì ÷èíîì, àáè ðiâíiñòü
(AB,CD) = (a, b; c, d) âèêîíóâàëàñü i â öüîìó âèïàäêó.

Çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó ñèíóñiâ äî òðèêóòíèêiâ AOC òà BOC, äiñòàíåìî, ùî
sin∠(a, c) : sin∠(a, d) = AC : OC, sin∠(b, c) : sin∠(b, d) = BC : OC,

à îòæå (a, b; c, d) = ±AC
BC

. Òîìó äîìîâèìîñü ââàæàòè, ùî äëÿ çâè÷àéíèõ òî÷îê A,B,C
òà íåñêií÷åííî âiääàëåíî¨ òî÷êè D, ùî íàëåæàòü îäíié ïðÿìié, ïîäâiéíå âiäíîøåííÿ
äîðiâíþ¹ (AB,CD) = (AB,C∞) = ±AC

BC
, ïðè÷îìó çíàê ¹ âiä'¹ìíèì, ÿêùî òî÷êà C

ëåæèòü ìiæ A òà B, i äîäàòíèì, ÿêùî íi.
Àíàëîãi÷íî ìîæíà ïîøèðèòè îçíà÷åííÿ ïîäâiéíîãî âiäíîøåííÿ (AB,CD) íà ÷å-

òâiðêè òî÷îê, ó ÿêèõ íåñêií÷åííî âiääàëåíîþ ¹ òî÷êà A,B àáî C. Ïðè öüîìó öåíòðàëü-
íå ïðîåêòóâàííÿ çáåðiãà¹ ïîäâiéíå âiäíîøåííÿ ÷îòèðüîõ òî÷îê íàâiòü ó âèïàäêó, êîëè
äåÿêi ç òî÷îê ¹ íåñêií÷åííî âiääàëåíèìè.

Çàäà÷à 2 (!). Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ òðüîõ òî÷îê A,B,C, ùî ëåæàòü íà îäíié
ïðÿìié, òà äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà k íà öié ïðÿìié iñíó¹ ùîíàéáiëüøå îäíà (çâè-
÷àéíà àáî íåñêií÷åííî âiääàëåíà) òî÷êà D, äëÿ ÿêî¨ (AB,CD) = k.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. ßêùî óñi òî÷êè A,B,C,D ¹ çâè÷àéíèìè, òî ïîäâiéíå âiäíîøåííÿ âè-
ðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ¨õ êîîðäèíàòè xA, xB, xC , xD òàêèì ÷èíîì: (AB,CD) = (xC−xA)(xD−xB)

(xC−xB)(xD−xA)
.

Öåé âèðàç ¹ äðîáîâî-ëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ âiäíîñíî êîîðäèíàòè xD, à òîìó íàáóâà¹ âñiõ
äiéñíèõ çíà÷åíü êðiì xC−xA

xC−xB
ðiâíî â îäíié òî÷öi, à äëÿ íåñêií÷åííî âiääàëåíî¨ òî÷êè

2Çóïèíèìîñü íà äîìîâëåíîñòÿõ ïðî íåñêií÷åííî âiääàëåíi òî÷êè áiëüø äåòàëüíî. Áóäåìî ââàæàòè,
ùî íà ïëîùèíi iñíó¹ íåñêií÷åííî âiääàëåíà ïðÿìà, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç íåñêií÷åííî âiääàëåíèõ
òî÷îê, à êîæíà çâè÷àéíà ïðÿìà ìiñòèòü ¹äèíó íåñêií÷åííî âiääàëåíó òî÷êó, ó ÿêié ïåðåòèíà¹òüñÿ ç
íåñêií÷åííî âiääàëåíîþ ïðÿìîþ. Ïðè öüîìó ÿêùî äâi çâè÷àéíi ïðÿìi ¹ ïàðàëåëüíèìè, òî ¨õ íåñêií-
÷åííî âiääàëåíi òî÷êè çáiãàþòüñÿ, à ÿêùî ïðÿìi ïåðåòèíàþòüñÿ ó çâè÷àéíié òî÷öi, òî ¨õ íåñêií÷åííî
âiääàëåíi òî÷êè ¹ ðiçíèìè. Íà ïåðøèé ïîãëÿä öi äîìîâëåíîñòi ¹ øòó÷íèìè òà ãðîìiçäêèìè, ïðîòå
çàâäÿêè íèì áóäü-ÿêi äâi ïðÿìi íà ïëîùèíi ïåðåòèíàþòüñÿ â ¹äèíié (ìîæëèâî, íåñêií÷åííî âiääàëå-
íié) òî÷öi, à òîìó ïiä ÷àñ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè òî÷êè ïåðåòèíó äîâiëüíèõ
ïðÿìèõ íå òóðáóþ÷èñü ïðî âèïàäêè, êîëè äåÿêi ç öèõ ïðÿìèõ íàñïðàâäi ¹ ïàðàëåëüíèìè.
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D ÿê ðàç (AB,CD) = (AB,C∞) = xC−xA

xC−xB
. Âèïàäîê, êîëè îäíà ç òî÷îê A,B,C ¹ íå-

ñêií÷åííî âiääàëåíîþ, ðîçãëÿäà¹òüñÿ àíàëîãi÷íî.
Çàóâàæåííÿ. Îñêiëüêè âèðàç äëÿ îá÷èñëåííÿ ïîäâiéíîãî âiäíîøåííÿ äîðiâíþ¹ 1

ïðè xD = xC òà 0 ïðè xD = xA, òî äëÿ äîâiëüíèõ ÷îòèðüîõ ðiçíèõ òî÷îê íà ïðÿìié
(AB,CD) 6= 1, (AB,CD) 6= 0.

×àñòî ó çàäà÷àõ âèìàãà¹òüñÿ âñòàíîâèòè, ùî ïåâíi ïðÿìi ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíié
òî÷öi àáî ïåâíi òî÷êè ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié. Íàñòóïíi äâi çàäà÷i ïiäêàçóþòü, ÿêèì
÷èíîì ó öüîìó ìîæå äîïîìîãòè ïîäâiéíå âiäíîøåííÿ.

Çàäà÷à 3 (!). Íåõàé äëÿ òî÷îê A,B,C,D ïðÿìî¨ l òà òî÷îê A1, B1, C1, D1 ïðÿìî¨
l1 ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü (AB,CD) = (A1B1, C1D1), à ïðÿìi AA1, BB1, CC1, ùî ç'¹äíóþòü
âiäïîâiäíi òî÷êè ïîäâiéíèõ âiäíîøåíü, ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi O. Äîâåñòè, ùî ïðÿìà
DD1 òàêîæ ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó O.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé ïðÿìà OD ïåðåòèíà¹ ïðÿìó l1 â òî÷öi D2. Òîäi (A1B1, C1D2)
O
=

(AB,CD) = (A1B1, C1D1). Âíàñëiäîê çàäà÷i 2 çâiäñè âèïëèâà¹, ùî òî÷êè D1 òà D2

ñïiâïàäàþòü.
Çàäà÷ó 3 îñîáëèâî çðó÷íî çàñòîñîâóâàòè ó âèïàäêó, êîëè äâi âiäïîâiäíi òî÷êè ïî-

äâiéíèõ âiäíîøåíü ñïiâïàäàþòü.
Çàäà÷à 4 (!). Íåõàé ïðÿìi a, b, c, d ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi O, à ïðÿìi a1, b1, c1, d1

� â òî÷öi O1, ïðè÷îìó (a, b; c, d) = (a1, b1; c1, d1). Äîâåñòè, ùî ÿêùî òî÷êè ïåðåòèíó
ïðÿìèõ a i a1, b i b1, c i c1 íàëåæàòü ïðÿìié m, òî òî÷êà ïåðåòèíó ïðÿìèõ d i d1 òàêîæ
íàëåæèòü öié ïðÿìié.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîçíà÷èìî A,B,C òî÷êè ïåðåòèíó ïðÿìèõ a i a1, b i b1, c i c1, ÿêi
íàëåæàòü ïðÿìié m. Íåõàé ïðÿìi d òà d1 ïåðåòèíàþòü ïðÿìó m ó òî÷êàõ D òà D1

âiäïîâiäíî. Òîäi (AB,CD) = (a, b; c, d) = (a1, b1; c1, d1) = (AB,CD1), à îòæå D = D1 �
òî÷êà ïåðåòèíó ïðÿìèõ d i d1.

Çàäà÷ó 4 îñîáëèâî çðó÷íî çàñòîñîâóâàòè ó âèïàäêó, êîëè äâi âiäïîâiäíi ïðÿìi ç
äàíèõ ïîäâiéíèõ âiäíîøåíü ñïiâïàäàþòü.

Ðîçãëÿíóâøè îñíîâíi òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi ïðî ïîäâiéíå âiäíîøåííÿ, ìè íàðåøòi
ìîæåìî çàñòîñóâàòè çíàííÿ �íà ïðàêòèöi�.

Çàäà÷à 5. (òåîðåìà Ïàïïà) Íåõàé íà
ïðÿìèõ m òà n ëåæàòü òî÷êè A,B,C òà
A1, B1, C1, X � òî÷êà ïåðåòèíó ïðÿìèõ
AB1 òà A1B, Y � òî÷êà ïåðåòèíó AC1 òà
A1C, Z � òî÷êà ïåðåòèíó BC1 òà B1C. Äî-
âåñòè, ùî X − Y − Z � îäíà ïðÿìà.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé M � òî÷êà ïåðå-
òèíó AC1 òà A1B, à N � òî÷êà ïåðåòèíó
A1C òà C1B, à O � òî÷êà ïåðåòèíó m òà n
(ðèñ. 4). Äîâåäåìî, ùî

(BC1, ZN) = (BM,XA1),
òîäi îñêiëüêè ïðÿìi C1M òà NA1 ïåðåòè-
íàþòüñÿ â òî÷öi Y, òî âíàñëiäîê çàäà÷i 3 Ðèñ. 4.
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i ïðÿìà ZX ïðîéäå ÷åðåç öþ òî÷êó.
Âèêîðèñòîâóþ÷è öåíòðàëüíå ïðîåêòóâàííÿ, äiñòàíåìî (OC1, B1A1)

A
= (BM,XA1)

òà (OC1, B1A1)
C
= (BC1, ZN). Çâiäñè (BC1, ZN) = (BM,XA1), ùî é òðåáà áóëî äîâå-

ñòè.
Çàäà÷à 6. (òåîðåìà Äåçàðãà) Ïðÿìi AA1, BB1, CC1 ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi O,

X, Y, Z � òî÷êè ïåðåòèíó ïðÿìèõ AB òà A1B1, BC òà B1C1, AC òà A1C1 âiäïîâiäíî.
Äîâåñòè, ùî X − Y − Z � îäíà ïðÿìà.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé ïðÿìà XY ïåðåòèíà¹ ïðÿìi OA, OB òà OC ó òî÷êàõ K,

M òà N (ðèñ. 5). Òîäi (OK,AA1)
X
= (OM,BB1), (OM,BB1)

Y
= (ON,CC1) à îòæå

(OK,AA1) = (ON,CC1). Òîìó âíàñëiäîê çàäà÷i 3 ïðÿìà MN ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó
ïåðåòèíó ïðÿìèõ BC òà B1C1, òîáòî ÷åðåç òî÷êó Z.

Ðèñ. 5.
Çàäà÷à 7. Ïðÿìi m òà n ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi A, à X � äîâiëüíà òî÷êà, ÿêà

ëåæèòü âñåðåäèíi îäíîãî ç óòâîðåíèõ öèìè ïðÿìèìè êóòiâ. Ïðÿìà, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç
òî÷êó X, ïåðåòèíà¹ ïðÿìi m òà n â òî÷êàõ B òà C âiäïîâiäíî. Ç òî÷îê B òà C îïóñòèëè
ïåðïåíäèêóëÿðè íà ïðÿìó AX äîâæèíè p òà q. Äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïðÿìî¨ BC
ìà¹ìî 1

p
+ 1

q
= const.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïðîâåäåìî ÷åðåç òî÷êó X ïåðïåíäèêóëÿð äî ïðÿìî¨ AX, ÿêèé ïåðå-
òèíà¹ ïðÿìó m â òî÷öi K, à ïðÿìó n â òî÷öi L (ðèñ. 6). Íåõàé B1, B2 òà C1, C2 � òàêi
òî÷êè íà ïðÿìèõ m òà n âiäïîâiäíî, ùî ïðÿìi B1C1 òà B2C2 ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi
X. Ïîçíà÷èìî D1, D2 ïðîåêöi¨ òî÷îê B1, B2 òà E1, E2 ïðîåêöi¨ òî÷îê C1, C2 íà ïðÿìó
XA. Ó çàäà÷i âèìàãà¹òüñÿ äîâåñòè, ùî

1
B1D1

+ 1
C1E1

= 1
B2D2

+ 1
C2E2

.

Äîáðå âiäîìî, ùî ÿêùî ïðîâåñòè ÷åðåç òî÷êó ïåðåòèíó äiàãîíàëåé òðàïåöi¨ ç îñíî-
âàìè p òà q ïàðàëåëüíèé îñíîâàì âiäðiçîê ç êiíöÿìè íà ái÷íèõ ñòîðîíàõ, òî âií ìà¹
äîâæèíó 2pq

p+q
= 2/(1

p
+ 1

q
) (äîâåäiòü!). Îòæå, äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî äëÿ òðàïåöié

B1D1C1E1 òà B2D2C2E2 çàçíà÷åíèé âiäðiçîê ¹ ñïiëüíèì.
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Ðèñ. 6.
Ìà¹ìî (AK,B1B2)

X
= (AL,C1C2) = (AX,E1E2), òîìó çãiäíî çàäà÷i 3 ïðÿìi KX,

B1E1 òà B2E2 ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíié òî÷öi. Àíàëîãi÷íî ïðÿìi LX, C1D1 òà C2D2 ïå-
ðåòèíàþòüñÿ â îäíié òî÷öi. Òàêèì ÷èíîì, ïðÿìà KL ïåðåòèíà¹ ái÷íi ñòîðîíè òðàïåöié
B1D1C1E1 òà B2D2C2E2 ó òèõ ñàìèõ òî÷êàõ, ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

Çàäà÷à 8. Â òðèêóòíèêó ABC íà ñòîðîíi BC âiäìiòèëè K1 � òî÷êó äîòèêó ç
âïèñàíèì êîëîì, L1 � îñíîâó áiñåêòðèñè òà T1 � òî÷êó äîòèêó iç çîâíiâïèñàíèì êîëîì.
Àíàëîãi÷íî âèçíà÷èëè òî÷êè K2, L2, T2 äëÿ ñòîðîíè AC. Äîâåñòè, ùî K1K2, L1L2 òà
T1T2 ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíié òî÷öi àáî ïàðàëåëüíi.

Ðèñ. 7.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âíàñëiäîê çàäà÷i 3 äîñòàòíüî âñòàíîâèòè, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(K1L1, T1C) = (K2L2, T2C).
Ïðîâåäåìî ïåðïåíäèêóëÿðè äî ïðÿìèõ AC i BC â òî÷öi A, ÿêi ïåðåòèíàþòü áiñå-

êòðèñè êóòiâ B òà A ó òî÷êàõ E òà F âiäïîâiäíî. Íåõàé I, IA, IB � öåíòðè âïèñàíîãî
òà çîâíiâïèñàíèõ êië òðèêóòíèêà ABC. Òîäi C, K1, T1 � ïðîåêöi¨ F, I, IA íà BC, à C,
K2, T2 � ïðîåêöi¨ E, I, IB íà AC (ðèñ. 7).

Îñêiëüêè ïðîìåíi CL1 òà CL2, CIA òà CIB, CE òà CF ¹ ñèìåòðè÷íèìè âiäíîñíî
áiñåêòðèñè CI, òî

(IL1, IAF ) = (CI,CL1;CIA, CF ) = (CI,CL2;CIB, CE) = (IL2, IBE).

Àëå ïîäâiéíå âiäíîøåííÿ ÷îòèðüîõ òî÷îê çáåðiãà¹òüñÿ ïðè ïàðàëåëüíîìó ïðîåêòóâàí-
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íi, òîìó (K1L1, T1C) = (K2L2, T2C), ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.
ßê áà÷èìî, äëÿ çíàõîäæåííÿ ðiâíèõ ïîäâiéíèõ âiäíîøåíü êîðèñíî ïðîâîäèòè äîäà-

òêîâi ïðÿìi, çîêðåìà ìîæå âèÿâèòèñÿ çðó÷íèì ïåðåõiä âiä ïîäâiéíèõ âiäíîøåíü òî÷îê
äî ïîäâiéíèõ âiäíîøåíü ïðÿìèõ.

Çàäà÷à 9. Äîâåñòè, ùî ñèìåäiàíà AS òðèêóòíèêà ABC (òîáòî ïðÿìà, ñèìåòðè÷íà
ìåäiàíi AM âiäíîñíî áiñåêòðèñè AL) äiëèòü ñòîðîíó BC ó âiäíîøåííi BS

SC
= (AB

CA
)2.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïðÿìi AM òà AS, AB òà AC ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî AL, òîìó
(BC,ML) = (AB,AC;AM,AL) = (AC,AB;AS,AL) = (CB, SL).

Âðàõîâóþ÷è, ùî
(BC,ML) = BM

MC
: BL
LC

= AC
AB

, (CB, SL) = CS
SB

: CL
LB

= CS
SB

: AC
AB

,

çâiäñè äiñòà¹ìî CS
SB

: AC
AB

= AC
AB

, òîáòî CS
SB

= (AC
AB

)2.

Ãàðìîíi÷íà ÷åòâiðêà òî÷îê òà ãàðìîíi÷íà ÷åòâiðêà ïðÿìèõ

Îçíà÷åííÿ 4. ×åòâiðêà òî÷îê A,B,C,D, ÿêi ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié, íàçèâà¹òüñÿ
ãàðìîíi÷íîþ3, ÿêùî (AB,CD) = −1.

Îçíà÷åííÿ 5. ×åòâiðêà ïîïàðíî íåïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ a, b, c, d íàçèâà¹òüñÿ ãàðìî-
íi÷íîþ, ÿêùî (a, b; c, d) = −1.

Çàäà÷à 10 (!). (ëåìà ïðî ÷îòèðüîõâåðøèííèê) Ó ÷îòèðèêóòíèêó ABCD ïðÿìi
BC i AD ïåðåòèíàþòüñÿ ó òî÷öi F, ïðÿìi AB i CD � ó òî÷öi E, BD òà EF � ó òî÷öi
N, AC òà EF � ó òî÷öi M. Äîâåñòè, ùî (EF,MN) = −1.

Ðèñ. 8.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé ïðÿìi AC i BD ïåðåòèíàþòüñÿ ó òî÷öi O (ðèñ. 8). Òîäi

(EF,MN)
D
= (CA,MO), (EF,MN)

B
= (AC,MO).

Àëå (CA,MO) = 1
(AC,MO)

. Òîìó (EF,MN) = 1
(EF,MN)

, çâiäêè (EF,MN) = ±1. Àëå
äëÿ ÷îòèðüîõ ðiçíèõ òî÷îê íà ïðÿìié çàâæäè (EF,MN) 6= 1, òîìó (EF,MN) = −1.

Çàóâàæåííÿ. Iíêîëè êîðèñíî ìàòè íà óâàçi, ùî â óìîâàõ çàäà÷i 10 ùå äåêiëüêà
÷åòâiðîê òî÷îê ¹ ãàðìîíi÷íèìè. Ñïðàâäi,

3Íàçâà ïîõîäèòü âiä îäíi¹¨ ç âëàñòèâîñòåé òàêî¨ ÷åòâiðêè òî÷îê: ÿêùî òî÷êè A,B,C,D ëåæàòü íà
îäíié ïðÿìié òà (AB,CD) = −1, òî âiäðiçîê AB äîðiâíþ¹ ñåðåäíüîìó ãàðìîíi÷íîìó âiäðiçêiâ AC òà
AD.
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(CA,MO)
D
= (EF,MN) = −1, (BD,ON)

A
= (EF,MN) = −1.

Çàäà÷à 11 (!). Äîâåñòè, ùî (AB,AC;AM,BC) = −1, äå AM � ìåäiàíà òðèêó-
òíèêà ABC.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïðîâåäåìî ÷åðåç òî÷êó A ïðÿìó m ‖ BC. Òîäi

(AB,AC;AM,BC) = (AB,AC;AM,m)
A
= (BC,M∞) = −BM

CM
= −1.

Çàóâàæåííÿ. Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ òàêîæ âiðíå: ÿêùî ÷åâiàíà AM òðèêóòíèêà
ABC ¹ òàêîþ, ùî (AB,AC;AM,BC) = −1, òî AM � ìåäiàíà (äîâåäiòü!).

Çàäà÷à 12. (ëåìà ïðî òðàïåöiþ) Íåõàé M òà P � ñåðåäèíè îñíîâ BC òà AD
òðàïåöi¨ ABCD, E � òî÷êà ïåðåòèíó ái÷íèõ ñòîðií, à H � òî÷êà ïåðåòèíó äiàãîíàëåé.
Äîâåñòè, ùî H − P − E −M � îäíà ïðÿìà.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé EH ïåðåòèíà¹ BC â òî÷öi N , òîäi çãiäíî çàäà÷i 10 ìà¹ìî
(BC,NT ) = −1, äå T � íåñêií÷åííî âiääàëåíà òî÷êà ïåðåòèíó îñíîâ òðàïåöi¨. Àëå
äëÿ òî÷êè M òàêîæ (BC,MT ) = −BM

MC
= −1, òîìó òî÷êè M òà N çáiãàþòüñÿ. Àíàëî-

ãi÷íî òî÷êà ïåðåòèíó EH òà AD çáiãà¹òüñÿ ç òî÷êîþ P .
Çàäà÷à 13. Äîâåñòè, ùî ó òðèêóòíèêó ABC ñòîðîíè AB òà AC, ñèìåäiàíà

AS òà äîòè÷íà äî îïèñàíîãî êîëà â òî÷öi A ¹ ãàðìîíi÷íîþ ÷åòâiðêîþ ïðÿìèõ.

Ðèñ. 9.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. I ñïîñiá. Íåõàé äîòè÷íà äî îïèñàíîãî êîëà òðèêóòíèêà ABC ó òî÷öi

A ïåðåòèíà¹ ïðîäîâæåííÿ ñòîðîíè BC ó òî÷öi T (ðèñ. 9). Òðèêóòíèêè ABT òà CAT
ïîäiáíi, à òîìó AB

CA
= BT

AT
= AT

CT
, çâiäêè BT

CT
= BT

AT
· AT
CT

= (AB
CA

)2. Àëå çãiäíî çàäà÷i 9 òàêîæ
ìà¹ìî BS

SC
= (AB

CA
)2, òîìó (AB,AC;AS,AT ) = (BC, ST ) = −BS

SC
: BT
CT

= −1.
II ñïîñiá. Ïðîâåäåìî ÷åðåç òî÷êó C ïðÿìó, ïàðàëåëüíó äîòè÷íié äî êîëà. Íåõàé öÿ

ïðÿìà ïåðåòèíà¹ AB òà AS ó òî÷êàõ B′ òà S ′. Òîäi òðèêóòíèêè ABC òà ACB′ ïîäiáíi,
ïðè÷îìó ∠BAM = ∠CAS ′, áî ïðÿìi AM òà AS ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî áiñåêòðèñè AL.
Çâiäñè S ′ � ñåðåäèíà B′C òà (AB,AC;AS,AT ) = (B′C, S ′∞) = −1.

Çàäà÷à 14 (!). Íåõàé òî÷êè A,B,C,D ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié, ïðè÷îìó òî÷êà C
ëåæèòü ìiæ A òà B, à òî÷êà E íå íàëåæèòü öié ïðÿìié. Äîâåñòè, ùî ÿêùî âèêîíóþòüñÿ
äåÿêi äâà ç òâåðäæåíü

à) (AB,CD) = −1, á) EC � áiñåêòðèñà êóòà ∠AEB, â) ∠CED = 90◦,
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òî âèêîíóþòüñÿ óñi òðè òâåðäæåííÿ.

Ðèñ. 10.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïðîâåäåìî ÷åðåç òî÷êó B ïðÿìó, ïàðàëåëüíó ïðÿìié ED (ðèñ. 10).

Íåõàé öÿ ïðÿìà ïåðåòèíà¹ EA òà EC ó òî÷êàõ A′ òà C ′, òîäi (AB,CD)
E
= (A′B,C ′∞).

Âíàñëiäîê çàäà÷i 11 òà çàóâàæåííÿ äî íå¨ òâåðäæåííÿ à) ðiâíîñèëüíå äî òîãî, ùî
EC ′ ¹ ìåäiàíîþ òðèêóòíèêà A′EB. Àëå òâåðäæåííÿ á) îçíà÷à¹, ùî EC ′ ¹ áiñåêòðè-
ñîþ, à òâåðäæåííÿ â) � ùî EC ′ ¹ âèñîòîþ öüîãî òðèêóòíèêà, òîìó ç äîâiëüíèõ äâîõ
òâåðäæåíü âèïëèâà¹, ùî òðèêóòíèê A′EB ðiâíîáåäðåíèé, à òîäi âèêîíóþòüñÿ óñi òðè
òâåðäæåííÿ.

Çàóâàæåííÿ. ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè á) òà â), òî ED � çîâíiøíÿ áiñåêòðèñà
êóòà ∠AEB. Òàêèì ÷èíîì, ñòîðîíè êóòà ðàçîì ç éîãî áiñåêòðèñîþ òà çîâíiøíüîþ
áiñåêòðèñîþ ¹ ãàðìîíi÷íîþ ÷åòâiðêîþ ïðÿìèõ. Öåé ôàêò ìîæíà âèâåñòè i áåçïîñåðå-
äíüî ç îçíà÷åííÿ ïîäâiéíîãî âiäíîøåííÿ, áî çà âëàñòèâiñòþ áiñåêòðèñè òà çîâíiøíüî¨
áiñåêòðèñè AC

CB
= AE

EB
, AD

BD
= AE

EB
.

Çàäà÷à 15. Äàíî ÷îòèðèêóòíèê ABCD. Íåõàé P � òî÷êà ïåðåòèíó AC òà BD, E
� òî÷êà ïåðåòèíó AB òà CD, F � òî÷êà ïåðåòèíó BC òà AD, X � ïðîåêöiÿ òî÷êè P
íà ïðÿìó EF (ðèñ. 11). Äîâåñòè, ùî ∠AXB = ∠CXD.

Ðèñ. 11.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé EF ïåðåòèíà¹ ïðÿìó BD ó òî÷öi T, à ïðÿìó AC ó òî÷öi H.

Òîäi ∠PXT = 90◦, à çãiäíî çàóâàæåííÿ äî çàäà÷i 10 ìà¹ìî (BD,PT ) = −1. Îòæå,
çãiäíî çàäà÷i 14 ïðÿìà XP � áiñåêòðèñà êóòà ∠BXD. Àíàëîãi÷íî (HP,AC) = −1 òà
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∠PXH = 90◦, à îòæå XP � áiñåêòðèñà êóòà ∠AXC. Òîìó ∠AXB = ∠CXD, áî öi
êóòè ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî XP.

Çàäà÷à 16. Ïðî ÷îòèðèêóòíèê ABCD âiäîìî, ùî ∠BAD = ∠BCD = 90◦. Íåõàé
òî÷êà B1 ñèìåòðè÷íà äî B âiäíîñíî AC, òî÷êà A1 ñèìåòðè÷íà äî A âiäíîñíî BD, P
� òî÷êà ïåðåòèíó AC òà B1D, à T � òî÷êà ïåðåòèíó BD òà CA1 (ðèñ. 12). Äîâåñòè,
ùî ∠TPC = 90◦.

Ðèñ. 12.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè ∠BA1D = ∠BAD = ∠BCD = 90◦, òî òî÷êà A1 íàëåæèòü

îïèñàíîìó êîëó ÷îòèðèêóòíèêà ABCD. Äàëi, CD � áiñåêòðèñà êóòà ∠ACA1, îñêiëüêè
^ AD =^ A1D. Òîäi çãiäíî çàäà÷i 14 äiñòà¹ìî (DB,HT ) = −1, äå H � òî÷êà ïåðå-
òèíó äiàãîíàëåé ÷îòèðèêóòíèêà ABCD. Òàêèì ÷èíîì, (PD,PB;PH,PT ) = −1. Àëå
PH äiëèòü âiäðiçîê BB1 íàâïië. Òîìó PT ìà¹ ïåðåòíóòè ïðÿìó BB1 ó íåñêií÷åííî
âiääàëåíié òî÷öi, òîáòî PT ‖ BB1, à îòæå PT ⊥ PC.

Çàäà÷à 17. Â òðèêóòíèêó ABC íà ñòîðîíi BC âiäìiòèëè H1 � îñíîâó âèñîòè, K1

� òî÷êó äîòèêó ç âïèñàíèì êîëîì òà L1 � îñíîâó áiñåêòðèñè. Àíàëîãi÷íî âèçíà÷èëè
òî÷êè H2, K2, L2 äëÿ ñòîðîíè AC. Äîâåñòè, ùî H1H2, K1K2 òà L1L2 ïåðåòèíàþòüñÿ â
îäíié òî÷öi àáî ïàðàëåëüíi.

Ðèñ. 13.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé T1, T2 � òî÷êó äîòèêó âiäïîâiäíèõ çîâíiâïèñàíèõ êië çi ñòî-

ðîíàìè BC òà AC (ðèñ. 13), òîäi (T1K1, L1H1) = (IAI, L1A) = −1 (îñòàííÿ ðiâíiñòü
âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî BIA òà BI � çîâíiøíÿ òà âíóòðiøíÿ áiñåêòðèñè êóòà ∠ABL1).
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Àíàëîãi÷íî (T2K2, L2H2) = −1. Çãiäíî çàäà÷i 8 ïðÿìiK1K2, L1L2 i T1T2 ïåðåòèíàþòüñÿ
â îäíié (ìîæëèâî, íåñêií÷åííî âiääàëåíié) òî÷öi, òîìó i ïðÿìà H1H2 ïðîéäå ÷åðåç öþ
òî÷êó.

Çàäà÷à 18. Ïðÿìi m òà n ïðîõîäÿòü ÷åðåç âåðøèíó A òðèêóòíèêó ABC òà óòâî-
ðþþòü îäíàêîâi êóòè çi ñòîðîíàìè AC òà AB. Áiñåêòðèñà êóòà B ïåðåòèíà¹ ïðÿìó
m ó òî÷öi M, à áiñåêòðèñà êóòà C ïåðåòèíà¹ ïðÿìó n ó òî÷öi N. Ïðÿìi BN òà CM
ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi P. Äîâåñòè, ùî òî÷êà P íàëåæèòü áiñåêòðèñi êóòà ∠BAC.

Ðèñ. 14.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé áiñåêòðèñà êóòà ∠BAC ïåðåòèíà¹ ïðÿìó MN ó òî÷öi K òà

ïðÿìóBC ó òî÷öi L, à çîâíiøíÿ áiñåêòðèñà êóòà ∠BAC ïåðåòèíà¹BC ó òî÷öi T òàMN
ó òî÷öi S (ðèñ. 14). Ïðèïóñòèìî, ùî S 6= T. Çãiäíî çàäà÷i 14 ìà¹ìî (MN,KS) = −1
òà (BC,LT ) = −1. Àëå KL,NC,BM ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi I � iíöåíòði òðèêóòíèêà
ABC, òîìó âíàñëiäîê çàäà÷i 3 ïðÿìà ST òàêîæ ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó I. Îòæå, ïðÿìà
ST ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè A òà I, òîáòî ¹ îäíî÷àñíî áiñåêòðèñîþ êóòà ∠BAC òà
çîâíiøíüîþ áiñåêòðèñîþ êóòà ∠BAC, ñóïåðå÷íiñòü. Òàêèì ÷èíîì, S = T,

(NM,KS) = (BC,LT ) = (BC,LS) = −1,

à òîìó âíàñëiäîê çàäà÷i 3 ïðÿìà KL, ÿêà ¹ áiñåêòðèñîþ êóòà ∠BAC, ïðîõîäèòü ÷åðåç
òî÷êó ïåðåòèíó ïðÿìèõ BN òà MC.

ßê áà÷èìî, áiñåêòðèñà òà çîâíiøíÿ áiñåêòðèñà êóòà � ùå äâi ïðÿìi, ïðîâåäåííÿ
ÿêèõ ÷àñòî äîïîìàãà¹ ïîìiòèòè ó ãåîìåòðè÷íié êîíôiãóðàöi¨ øóêàíó ãàðìîíi÷íó ÷å-
òâiðêó òî÷îê.

Çàäà÷à 19. Íåõàé AL � áiñåêòðèñà òðèêóòíèêà ABC, âïèñàíå êîëî òðèêóòíèêà
ABL äîòèêà¹òüñÿ äî ñòîðií AL,BC,BA ó òî÷êàõ D,E, F âiäïîâiäíî, à çîâíiâïèñàíå
êîëî ALC, ÿêå äîòèêà¹òüñÿ äî ñòîðîíè LC, äîòèêà¹òüñÿ äî ïðîäîâæåííÿ AL ó òî÷öi
H. Äîâåñòè, ùî òî÷êè E,F,H ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé çîâíiøíÿ áiñåêòðèñà êóòà ∠BAC ïåðåòèíà¹ áiñåêòðèñó êóòà
∠BLA ó òî÷öi N (ðèñ. 15). Î÷åâèäíî, ùî ïðÿìà LN òàêîæ ïðîõîäèòü ÷åðåç öåíòðè
âïèñàíîãî òà çîâíiâïèñàíîãî êië O1 òà O2. Îñêiëüêè ∠O1AL = ∠LAO2 òà ∠LAN =
90◦, òî (NL,O1O2) = −1. Çâiäñè ïðè ïðîåêòóâàííi íà AL äiñòà¹ìî (AL,DH) = −1.
Îñêiëüêè âíàñëiäîê òåîðåìè ×åâè ïðÿìi DB,AE,LF ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíi òî÷öi, òî
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çà ëåìîþ ïðî ÷îòèðüîõâåðøèííèê EF ïåðåòèíà¹ AL â òàêié òî÷öi H1, ùî (AL,DH1) =
−1. Àëå (AL,DH) = −1. Òîìó H = H1, à îòæå òî÷êè E,F,H ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié.

Ðèñ. 15.
Çàäà÷à 20. Íåõàé ó òðèêóòíèêó ABC òî÷êà H � îñíîâà âèñîòè, ïðîâåäåíî¨ ç âåð-

øèíè AH, à K òà L � îñíîâè âíóòðiøíüî¨ òà çîâíiøíüî¨ áiñåêòðèñ êóòà C âiäïîâiäíî.
Âiäíîâèòè òðèêóòíèê çà òî÷êàìè H,K,L.

Ðèñ. 16.
Ðîçâ'ÿçàííÿ.
Àíàëiç. Îñêiëüêè (AB,KL) = −1 òà ∠AHB = 90◦, òî ∠KHB = ∠BHL (ðèñ. 16).
Ïîáóäîâà. Ïðîâåäåìî áiñåêòðèñó êóòà ∠KHL, âîíà ïåðåòíå KP â òî÷öi B. Êîëî

ç äiàìåòðîì KL ïåðåòíå BH â òî÷öi C, à ïåðïåíäèêóëÿð äî BC ó òî÷öi H ïåðåòíå
ïðÿìó KL â òî÷öi A. Ñëiä ïîìiòèòè, ùî òàêèõ òðèêóòíèêiâ áóäå äâà � â çàëåæíîñòi
âiä âèáîðó òî÷êè ïåðåòèíó HB ç êîëîì.

Çàäà÷à 21. Â òðèêóòíèêó ABC íà ñòîðîíi AB âiäìiòèëè òî÷êó D. Íåõàé ω1 òà
ω2 � âïèñàíi êîëà òðèêóòíèêiâ ACD òà BCD, à Ω1 òà Ω2 � âiäïîâiäíî çîâíiâïèñàíi
êîëà öèõ òðèêóòíèêiâ, ÿêi äîòèêàþòüñÿ äî AB. Äîâåñòè, ùî ñïiëüíi çîâíiøíi äîòè÷íi
äî ω1 òà ω2, Ω1 òà Ω2 ïåðåòèíàþòüñÿ íà ïðÿìié AB.
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Ðèñ. 17.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé O1, O2 � öåíòðè êië ω1, ω2, à O′

1, O
′
2 � öåíòðè êië Ω1, Ω2,

ïðÿìà CD ïåðåòèíà¹ ïðÿìi O1O2 òà O′
1O

′
2 ó òî÷êàõ M òà H, ñïiëüíà äîòè÷íà äî êië

ω1 òà ω2 ïåðåòèíà¹ ïðÿìó AB â òî÷öi P, à ñïiëüíà äîòè÷íà äî êië Ω1 òà Ω2 ïåðåòèíà¹
ïðÿìó AB â òî÷öi T (ðèñ. 17). Çðîçóìiëî, ùî òîäi P − O1 − M − O2 � îäíà ïðÿìà,
ÿêà ¹ áiñåêòðèñîþ êóòà, óòâîðåíîãî ñïiëüíèìè çîâíiøíiìè äîòè÷íèìè äî êië ω1, ω2.
Àíàëîãi÷íî T −O′

1 −H −O′
2 � îäíà ïðÿìà.

Îñêiëüêè DO1, DO2 � áiñåêòðèñà òà çîâíiøíÿ áiñåêòðèñà êóòà ∠PDM, òî
(PM,O1O2) = −1. Àíàëîãi÷íî (TH,O′

1O
′
2) = −1. Àëå ïðÿìi O1O

′
1, O2O

′
2 òà MH ïåðå-

òèíàþòüñÿ â òî÷öi C. Îòæå,
(CP,CM ;CO1, CO2) = −1, (CT,CM ;CO1, CO2) = (CT,CH;CO′

1, CO′
2)− 1,

çâiäêè ïðÿìi CP òà CT çáiãàþòüñÿ, òîáòî P = T.

Çàäà÷à 22. Íàâêîëî ÷îòèðè-
êóòíèêà ABCD îïèñàíå êîëî ç
öåíòðîì O, äiàãîíàëi ÷îòèðèêó-
òíèêà ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi P .
Êîëà, îïèñàíi íàâêîëî òðèêóòíè-
êiâ ABP òà CDP, âäðóãå ïåðåòè-
íàþòüñÿ â òî÷öi S, à ñòîðîíè AD i
BC ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi K. Äî-
âåñòè, ùî òî÷êè O,S,K ëåæàòü íà
îäíié ïðÿìié (ðèñ. 18).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè ðàäè-
êàëüíi âiñi òðüîõ êië çàâæäè ïåðå-
òèíàþòüñÿ â îäíié òî÷öi, òî AB,
CD i PS ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíié
òî÷öi, ïîçíà÷èìî ¨¨ E. Ðèñ. 18.
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Ïîêëàäåìî ∠ABD = ∠ACD = α, òîäi ∠PSD = ∠PSA = π − α, à òîìó ïðÿìà
PS � áiñåêòðèñà êóòà ∠ASD. Íåõàé PS ïåðåòèíà¹ AD â òî÷öi T. Çãiäíî ëåìè ïðî
÷îòèðüîõâåðøèííèê (AD, TK) = −1. Àëå ST � áiñåêòðèñà êóòà ∠ASD, òîìó KS �
çîâíiøíÿ áiñåêòðèñà öüîãî êóòà. Äàëi, ∠ASD = AOD = 2α, òîìó òî÷êè A,O, S,D
ëåæàòü íà îäíîìó êîëi, ïðè÷îìó O � ñåðåäèíà äóãè ^ ASD. Òàêèì ÷èíîì, OS �
çîâíiøíÿ áiñåêòðèñà êóòà ∠ASD òà O − S −K � îäíà ïðÿìà.

Íàîñòàíîê çàóâàæèìî, ùî ïîäâiéíå âiäíîøåííÿ ìîæíà âèçíà÷èòè i äëÿ ÷îòèðüîõ
ðiçíèõ òî÷îê, ùî ëåæàòü íà îäíîìó êîëi, ïðîòå âëàñòèâîñòi òàêîãî âiäíîøåííÿ òà ¨õ
çàñòîñóâàííÿ äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ � ïðèâiä äëÿ îêðåìî¨  ðóíòîâíî¨ ðîçìîâè.
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