
Içîãîíàëi. Çàäà÷i äëÿ çíàéîìñòâà
Ã. Ôiëiïïîâñüêèé1

Íåõàé äàíî êóò ∠CAB i áiñåêòðèñó l öüîãî
êóòà (ðèñ. 1). Ïðîìåíi n òà q, ÿêi âèõîäÿòü ç âåð-
øèíè A i óòâîðþþòü ðiâíi êóòè ç áiñåêòðèñîþ l,
íàçèâàþòü içîãîíàëÿìè. Î÷åâèäíî, ùî içîãîíàëi
óòâîðþþòü ðiâíi êóòè òàêîæ çi ñòîðîíàìè êóòà
∠CAB, òîáòî ∠1 = ∠2.

Â äàíié ñòàòòi ìîâà ïiäå ïðî íåñêëàäíi çàäà÷i
ç içîãîíàëÿìè. Ñàìå ç íèìè â ïåðøó ÷åðãó ó÷íi
7-9 êëàñiâ çóñòðiíóòüñÿ ïiä ÷àñ ñïåöêóðñiâ, îëiì-
ïiàä, ìàòåìàòè÷íèõ çìàãàíü. Áiëüø �ñåðéîçíi�
çàäà÷i, ïîâ'ÿçàíi ç içîãîíàëÿìè, ó ÿêèõ âèêîðè-
ñòîâóþòüñÿ ñïåöiàëüíi òåîðåìè, à òàêîæ çàäà÷i
ïðî ñèìåäiàíó, ìè çàëèøèìî çà ìåæàìè íàøî¨
ðîçìîâè.

Îòæå, ðîçïî÷íåìî çíàéîìñòâî iç çàäà÷àìè,
â ÿêèõ îñíîâíèìè äiþ÷èìè îñîáàìè áóäóòü içî-
ãîíàëi.

Çàäà÷à 1. Íàâêîëî òðèêóòíèêà ABC îïèñàíî êîëî ω ç öåíòðîì O. Äîâåäiòü, ùî
ðàäióñ AO òà âèñîòà AH1 � içîãîíàëi (ðèñ. 2).

Äîâåäåííÿ. Ç'¹äíà¹ìî òî÷êè C i O. Òîäi ∠1 = ∠3, áî AO = CO = R. Îñêiëüêè
∠AOC = 2B ÿê öåíòðàëüíèé êóò, òî ∠1 = ∠3 = 90◦ − B. Àëå ç òðèêóòíèêà ABH1

òàêîæ ∠2 = 90◦ −B, òîìó ∠1 = ∠2.

Çàäà÷à 2. Íàâêîëî ÷îòèðèêóòíèêà ABCD îïèñàíî êîëî ω ç öåíòðîì O. Âiäîìî,
ùî AO òà AC � içîãîíàëi, òîáòî ∠1 = ∠2 (ðèñ. 3). Äîâåäiòü, ùî äiàãîíàëi AC òà BD
ïåðïåíäèêóëÿðíi.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî iç çàäà÷åþ 1 ïðîìiíü AC ìiñòèòü âèñîòó òðèêóòíèêà ABD, ïðî-
âåäåíó ç âåðøèíè A. Òîìó AC ⊥ BD.

1Ðóñàíiâñüêèé ëiöåé, ì. Êè¨â.
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Çàäà÷à 3. Íåõàé AM � ìåäiàíà òðèêóòíèêà ABC òà ∠1 = 90◦ − B (ðèñ. 4).
Çíàéäiòü âåëè÷èíó êóòà ∠BAC.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïðîâåäåìî âèñîòó AH1, òîäi íà ðèñ. 4 ìà¹ìî ∠2 = 90◦ − B = ∠1.
Çãiäíî iç çàäà÷åþ 1 ïðÿìà AM ìiñòèòü öåíòð O êîëà, îïèñàíîãî íàâêîëî òðèêóòíèêà
ABC. Àëå é ñåðåäèííèé ïåðïåíäèêóëÿð t äî ñòîðîíè BC ìiñòèòü òî÷êó O. Îòæå,
M = O òà BC � äiàìåòð îïèñàíîãî êîëà òðèêóòíèêà ABC. Òîäi ∠BAC = 90◦ ÿê
âïèñàíèé êóò, ùî ñïèðà¹òüñÿ íà äiàìåòð.

Çàäà÷à 4. Íåõàé AH1 � âèñîòà òðèêóòíèêà ABC, AD � äiàìåòð êîëà ω, îïèñàíîãî
íàâêîëî òðèêóòíèêà ABC, DN ⊥ BC (ðèñ. 5). Äîâåäiòü, ùî CN = BH1.

Äîâåäåííÿ. Ïðîäîâæèìî AH1 äî ïåðåòèíó ç ω â òî÷öi K. Îñêiëüêè AD i AK �
içîãîíàëi (∠1 = ∠2), òî ^CD =^BK. Òîäi CD = BK. Àëå ∠3 = ∠4 ÿê âïèñàíi êóòè,
ùî ñïèðàþòüñÿ íà ðiâíi äóãè ^BD =^DK+ ^BK =^DK+ ^CD =^CK. Òîäi
4CND = 4BH1K çà ãiïîòåíóçîþ òà ãîñòðèì êóòîì. Çâiäñè CN = BH1.

Çàäà÷à 5. (Î. Êàðëþ÷åíêî) Ïðîìiíü AO, äå O � öåíòð îïèñàíîãî êîëà òðèêóòíèêà
ABC, ïåðåòèíà¹ ñòîðîíó BC ó òî÷öi T . Íà âiäðiçêó AT ÿê íà äiàìåòði ïîáóäîâàíî
êîëî, ÿêå ïåðåòèíà¹ âiäðiçêè BT, AC òà AB ó òî÷êàõ E,F òà G âiäïîâiäíî (ðèñ. 6).
Äîâåäiòü, ùî ^AF =^AG+ ^ET , àáî ^z =^x+ ^y.

Äîâåäåííÿ. Ç'¹äíà¹ìî òî÷êè A òà E. Îñêiëüêè ∠AET = 90◦ (âïèñàíèé, ñïèðà¹òüñÿ
íà äiàìåòð), òî AE � âèñîòà òðèêóòíèêà ABC òà ∠1 = ∠2, òîáòî AO òà AE � içîãî-
íàëi. Îòæå, ^FT =^GE. Îñêiëüêè ^AFT =^AGT = 180◦, òî

^z = 180◦− ^FT = 180◦− ^GE =^x+ ^y.
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Çàäà÷à 6. Íåõàé òî÷êà I � iíöåíòð (òî÷êà ïåðåòèíó áiñåêòðèñ) òðèêóòíèêà ABC,
IK = r � ïåðïåíäèêóëÿð äî BC, AL � áiñåêòðèñà òðèêóòíèêà ABC. Äîâåäiòü, ùî IL
òà IK � içîãîíàëi â òðèêóòíèêó BIC (ðèñ. 7).

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî ∠1 = ∠2. Ñïðàâäi, ∠1 = A
2
+ C

2
ÿê çîâíiøíié êóò òðèêó-

òíèêà AIC, à ç òðèêóòíèêà BIK äiñòà¹ìî ∠2 = 90◦ − B
2
. Àëå 90◦ − B

2
= A+C

2
. Îòæå,

∠1 = ∠2.

Çàäà÷à 7. Íåõàé AN òà AK � içîãîíàëi â òðèêóòíèêó ABC. Äî òîãî æ, AK = KB
(ðèñ. 8). Äîâåäiòü, ùî AN = bc

a
, äå BC = a, AC = b, AB = c.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ∠1 = ∠2 = B çà óìîâîþ, òî 4ACN ∼ 4BCA çà äâîìà
êóòàìè. Ç ïîäiáíîñòi öèõ òðèêóòíèêiâ AC

BC
= AN

AB
, àáî b

a
= AN

c
, çâiäêè AN = bc

a
.

Çàäà÷à 8. Íà içîãîíàëÿõ n òà q êóòà A âçÿòî äîâiëüíi òî÷êè N òà Q âiäïîâiäíî. Ç
òî÷êè Q ïðîâåäåíî ïåðïåíäèêóëÿðè QE òà QF äî ñòîðií êóòà (ðèñ. 9). Äîâåäiòü, ùî
EF ⊥ AN .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ∠1 = ∠2 = α, à EF ïåðåòèíà¹ AN ó òî÷öi T .
Îñêiëüêè ∠AEQ = ∠AFQ = 90◦, òî íàâêîëî ÷îòèðèêóòíèêà AEQF
ìîæíà îïèñàòè êîëî. Òîäi ∠3 = ∠2 = α ÿê âïèñàíi êóòè, ùî ñïèðà-
þòüñÿ íà îäíó äóãó. Çâiäñè ∠AET = 90◦ − ∠3 = 90◦ − ∠1, à òîìó ç
òðèêóòíèêà AET ìà¹ìî ∠ATE = 90◦. Öå îçíà÷à¹, ùî EF ⊥ AN .

Çàäà÷à 9. Íåõàé ω � îïèñàíå êîëî òðèêóòíèêà ABC. Ó âåðøèíi B ïðîâåäåíî
äîòè÷íó äî ω, ÿêà ïåðåòèíà¹ ïðÿìó CA â òî÷öi T (ðèñ. 10), M òà N � ñåðåäèíè BC
òà AB âiäïîâiäíî. Äîâåäiòü, ùî TM i TN � içîãîíàëi.
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Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ∠3 = C çà âëàñòèâiñòþ êóòà ìiæ äîòè÷íîþ òà õîðäîþ, òî
4TBA ∼ 4TCB çà äâîìà êóòàìè. Òîäi TN i TM � âiäïîâiäíi ìåäiàíè â ïîäiáíèõ
òðèêóòíèêàõ. Îòæå, âîíè óòâîðþþòü ðiâíi êóòè ç âiäïîâiäíèìè ñòîðîíàìè òà ∠1 = ∠2.

Çàäà÷à 10. Íåõàé ABCD � òðàïåöiÿ ç äiàãîíàëÿìè AC i BD, K � ñåðåäèíà AC,
N � ñåðåäèíà BD, ïðè÷îìó ∠1 = ∠2 (ðèñ. 11). Äîâåäiòü, ùî ∠3 = ∠4.

Äîâåäåííÿ. Âiäêëàäåìî íà ïðîìåíi AN âiäðiçîê AT = 2AN,
äiñòàíåìî ïàðàëåëîãðàì ABTD. Òîäi ∠5 = ∠1 ÿê ðiçíîñòîðîííi
êóòè ïðè ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ. Îòæå, 4TBA ∼ 4ABC çà äâîìà
êóòàìè (∠5 = ∠2, êóò B ¹ ñïiëüíèì). Àëå BN i BK � âiäïîâiäíi
ìåäiàíè â öèõ òðèêóòíèêàõ, òîìó âîíè óòâîðþþòü ðiâíi êóòè ç
âiäïîâiäíèìè ñòîðîíàìè, òîáòî ∠3 = ∠4.

Çàäà÷à 11. Íåõàé AH1 � âèñîòà òðèêóòíèêà ABC, t òà AH1 � içîãîíàëi, M �
ñåðåäèíà BC. Ç âåðøèíè C ïðîâåäåíî ïåðïåíäèêóëÿð CK äî ïðîìåíÿ t (ðèñ. 12).
Äîâåñòè, ùî KM = MH1.

Äîâåäåííÿ.Îñêiëüêè ∠AH1C = ∠AKC = 90◦, òî A,H1, K, C íàëåæàòü îäíîìó êîëó
ç äiàìåòðîì AC. Òîìó ∠1 = ∠3 ÿê âïèñàíi êóòè. Çà çàäà÷åþ 1 òî÷êà O ëåæèòü íà
ïðîìåíi t. Àëå OM � ñåðåäèííèé ïåðïåíäèêóëÿð äî BC, òîìó ∠OMC = ∠OKC = 90◦.
Çâiäñè O,M,K,C ëåæàòü íà îäíîìó êîëó ç äiàìåòðîì OC òà ∠5 = ∠6 ÿê âïèñàíi êóòè.
Íåõàé ∠1 = ∠2 = ∠3 = ∠4 = α. Òîäi ∠5 = 2α ÿê çîâíiøíié êóò òðèêóòíèêà AOC.
Òàêèì ÷èíîì, ∠6 = 2α. Öåé êóò ¹ çîâíiøíiì äëÿ òðèêóòíèêàH1MK. Îñêiëüêè ∠3 = α,
òî i ∠7 = α. À öå îçíà÷à¹, ùî KM = MH1.

Çàäà÷à 12. Êîëî ω îïèñàíî íàâêîëî òðèêóòíèêà ABC. Êîëî s äîòèêà¹òüñÿ âíó-
òðiøíiì ÷èíîì äî êîëà ω ó âåðøèíi A òðèêóòíèêà ABC i ïåðåòèíà¹ ñòîðîíó BC ó
òî÷êàõ K i N (ðèñ. 13). Äîâåäiòü, ùî AK i AN � içîãîíàëi.

Äîâåäåííÿ. Ïðîâåäåìî ó âåðøèíi A ñïiëüíó äîòè÷íó t äî êië ω òà s. Ïîçíà÷èìî
∠3 = C = α (âîíè ðiâíi çà âëàñòèâiñòþ êóòà ìiæ õîðäîþ òà äîòè÷íîþ). Àíàëîãi÷íî
ìîæíà ïîçíà÷èòè ∠4 = ∠5 = β. Òîäi ∠2 = β−α. Àëå ∠5 ¹ çîâíiøíiì êóòîì òðèêóòíèêà
ANC, òîìó ∠5 = ∠1 + C, çâiäêè ∠1 = ∠5 − C = β − α. Îòæå, ∠1 = ∠2, òîáòî AK i
AN � içîãîíàëi.
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Çàäà÷à 13. Âèñîòè AH1, BH2 i CH3 òðèêóòíèêà ABC ïåðåòèíàþòüñÿ â îðòîöåíòði
H. Íåõàé K � òî÷êà ïåðåòèíó AH1 ç H2H3, T � òî÷êà ïåðåòèíó AO ç BC, M �
ñåðåäèíà BC (ðèñ. 14). Äîâåäiòü, ùî KT ‖ HM .

Äîâåäåííÿ. Ïðîäîâæèìî AT äî ïåðåòèíó ç îïèñàíèì êîëîì òðèêóòíèêà ABC â
òî÷öi D (òîäi AD � äiàìåòð êîëà) òà ç'¹äíà¹ìî M i D. Îñêiëüêè òî÷êè, ñèìåòðè-
÷íi îðòîöåíòðó òðèêóòíèêà âiäíîñíî ñåðåäèí éîãî ñòîðií, íàëåæàòü îïèñàíîìó êîëó
öüîãî òðèêóòíèêà (âiäîìèé ôàêò ãåîìåòði¨ òðèêóòíèêà), òî H −M − D � îäíà ïðÿ-
ìà. Ïîêàæåìî, ùî AK

AH
= AT

AD
, çâiäêè âèïëèâàòèìå ïàðàëåëüíiñòü ïðÿìèõ KT i HM .

Îñêiëüêè AO i AH1 � içîãîíàëi, òî çà çàäà÷åþ 8 ìà¹ìî AO ⊥ H2H3. Òîäi ∠3 = B i
4AH2H3 ∼ 4ABC çà äâîìà êóòàìè. Îñêiëüêè AK i AT � âiäïîâiäíi âiäðiçêè â öèõ
òðèêóòíèêàõ, à AH i AD � äiàìåòðè êië, îïèñàíèõ íàâêîëî òðèêóòíèêiâ AH2H3 òà
ABC, òî AK

AH
= AT

AD
òà KT ‖ HM .

Çàäà÷à 14. Ó òðèêóòíèêó ABC ïðîâåäåíî içîãîíàëi AK i AN . Íåõàé BE òà BF ,
CT òà CQ � ïåðïåíäèêóëÿðè äî öèõ içîãîíàëåé ç òî÷îê B òà C (ðèñ. 15). Äîâåäiòü,
ùî òî÷êè T,E, F,Q íàëåæàòü îäíîìó êîëó.

Äîâåäåííÿ. Íàâêîëî ÷îòèðèêóòíèêà
AEFB ìîæíà îïèñàòè êîëî ç äiàìåòðîì
AB, òîìó ∠3 = ∠4 ÿê âïèñàíi êóòè. Àíà-
ëîãi÷íî òî÷êè A,Q, T, C íàëåæàòü îäíî-
ìó êîëó ç äiàìåòðîì AC òà ∠5 = ∠6. Àëå
∠5 = 90◦ − ∠CAQ, ∠3 = 90◦ − ∠BAE.

Àëå î÷åâèäíî, ùî ∠CAQ = ∠BAE. Òî-
ìó ∠5 = ∠3, çâiäêè ∠6 = ∠4. Îñêiëüêè
∠6 = ∠4, òî òî÷êè T,E, F,Q íàëåæàòü
îäíîìó êîëó.

Çàóâàæåííÿ. Íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî
öåíòðîì öüîãî êîëà ¹ ñåðåäèíà ñòîðîíè
BC.
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Çàäà÷à 15. Íà áiñåêòðèñi AL òðèêóòíèêà ABC äàíî òî÷êè K i N òàêi, ùî BK i
BN � içîãîíàëi (∠1 = ∠2). Äîâåäiòü, ùî â òàêîìó ðàçi CK i CN � òàêîæ içîãîíàëi,
òîáòî ∠3 = ∠4 (ðèñ. 16).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ∠1 = ∠2 = ϕ. Òîäi ∠5 = A
2
+ ϕ ÿê çîâíiøíié êóò òðèêóòíèêà

AKB. Ïðîäîâæèìî áiñåêòðèñó AL äî ïåðåòèíó â òî÷öi W ç êîëîì ω, îïèñàíèì íàâ-
êîëî òðèêóòíèêà ABC. Î÷åâèäíî, ùî ∠6 = ∠7 = A

2
. Îïèøåìî òàêîæ êîëî s íàâêîëî

òðèêóòíèêà BKN . Îñêiëüêè ∠6 + ∠2 = A
2
+ ϕ òà ∠5 = A

2
+ ϕ, òî WB � äîòè÷íà äî

êîëà s. Çà òåîðåìîþ ïðî êâàäðàò äîòè÷íî¨ WB2 = WK ·WN . Àëå çãiäíî òàê çâàíî¨
�òåîðåìè ïðî òðèçóá� WB = WC. Îòæå, WC2 = WK ·WN òà WC � äîòè÷íà äî êîëà
s1, îïèñàíîãî íàâêîëî òðèêóòíèêà CKN . Òîäi ∠7 + ∠4 = ∠8, àáî ∠4 = ∠8 − A

2
. Àëå

∠8 = ∠3 + A
2
ÿê çîâíiøíié êóò òðèêóòíèêà AKC. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ∠3 = ∠4, àáî

CK i CN � içîãîíàëi.

Ïåðåä òèì, ÿê çàïðîïîíóâàòè íèçêó çàäà÷ äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ, â ÿêèõ
áåðóòü àêòèâíó ó÷àñòü içîãîíàëi, çàóâàæèìî òàêå:

1) Ñòâîðåííÿ içîãîíàëåé â òié ÷è iíøié êîíñòðóêöi¨ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ìåòîä
äîâåäåííÿ äåÿêèõ òåîðåì, ðîçâ'ÿçóâàííÿ îêðåìèõ çàäà÷. Íàïðèêëàä, êëàñè÷íå äîâå-
äåííÿ òåîðåìè Ïòîëåìåÿ ïîâ'ÿçàíî ñàìå ç ïðîâåäåííÿì içîãîíàëåé.

2) Ó áiëüøîñòi çàäà÷ ìè ðîçãëÿäàëè ãîñòðîêóòíèé òðèêóòíèê ABC. Ïðîïîíó¹ìî
÷èòà÷àì ñàìîñòiéíî ïðîñòåæèòè, ÷è âèíèêàþòü ñóòò¹âi âiäìiííîñòi ïðè ðîçãëÿäi òó-
ïîêóòíîãî òðèêóòíèêà ABC.

Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ

Çàäà÷à 16. Íåõàé X � òî÷êà âñåðåäèíi êóòà A, XK òà XT � ïåðïåíäèêóëÿðè
ç òî÷êè X äî ñòîðií êóòà, AE � ïåðïåíäèêóëÿð äî KT . Äîâåäiòü, ùî AE òà AX �
içîãîíàëi.

6



Çàäà÷à 17. Âèñîòà òà ìåäiàíà, ïðîâåäåíi ç âåðøèíè A òðèêóòíèêà ABC, ¹ içîãî-
íàëÿìè. Çíàéäiòü âåëè÷èíó êóòà A.

Çàäà÷à 18. Çíàéäiòü âåëè÷èíè êóòiâ òðèêóòíèêà ABC, ÿêùî âèñîòà, ìåäiàíà òà
áiñåêòðèñà, ïðîâåäåíi ç âåðøèíè A, äiëÿòü êóò ∠A íà ÷îòèðè ðiâíi ÷àñòèíè.

Çàäà÷à 19. Íà ñòîðîíi BC òðèêóòíèêà ABC ÿê íà õîðäi ïðîâåäåíî êîëî, ÿêå
ïåðåòèíà¹ AB i AC â òî÷êàõ K i T âiäïîâiäíî. Íåõàé P � öåíòð îïèñàíîãî êîëà òðè-
êóòíèêà AKT. Äîâåäiòü, ùî òî÷êà P íàëåæèòü âèñîòi òðèêóòíèêà ABC, ïðîâåäåíié ç
âåðøèíè A.

Çàäà÷à 20. Íà äâîõ içîãîíàëÿõ âçÿòî ïî îäíié äîâiëüíié òî÷öi. Äîâåäiòü, ùî äî-
áóòîê âiäñòàíåé âiä öèõ òî÷îê äî îäíi¹¨ ñòîðîíè êóòà äîðiâíþ¹ äîáóòêó âiäñòàíåé âiä
öèõ òî÷îê äî iíøî¨ ñòîðîíè êóòà.

Çàäà÷à 21. Ïðîâåäåíî äâi içîãîíàëi ç âåðøèíè A òðèêóòíèêà ABC. Ç âåðøèí B i
C äî áëèæ÷èõ äî íèõ içîãîíàëåé ïðîâåäåíî ïåðïåíäèêóëÿðè BK i BT . Äîâåäiòü, ùî
îñíîâà âèñîòè, ïðîâåäåíî¨ ç âåðøèíè A, ñåðåäèíà BC, à òàêîæ òî÷êè K i T íàëåæàòü
îäíîìó êîëó.

Çàäà÷à 22. (Ã. Ôiëiïïîâñüêèé) Â êîëî ç öåíòðîì O âïèñàíî ïðÿìîêóòíèé òðèêó-
òíèê ABC (∠C = 90◦). Êîðèñòóþ÷èñü ëèøå ëiíiéêîþ, ïðîâåñòè ç âåðøèíè C içîãîíàëü
äî CO.

Âêàçiâêà. Ñïî÷àòêó ïðîâåñòè âèñîòè C1H1 òà C2H2 äâîõ äîâiëüíèõ ãîñòðîêóòíèõ
òðèêóòíèêiâ ABC1 òà ABC2, à ïîòiì ïðîâåñòè ÷åðåç òî÷êó C ïðÿìó, ïàðàëåëüíó äî
C1H1 òà C2H2.

7


