XVI Международная олимпиада по математике
Русановского лицея
9 апреля 2011 года
6 класс    1 тур

1. Ваня и Вася живут в одном доме, на каждой лестничной клетке которого по 4 квартиры. Ваня живет на пятом этаже, в квартире № 83, а Вася – на третьем этаже, в квартире № 169. Сколько этажей в доме? (В каждом подъезде одинаковое количество этажей)
Ответ: 8 этажей.
      
      Решение: Введем сквозной счет этажей, начиная с первого этажа первого подъезда. Тогда Ваня живет на 21-ом этаже, поскольку 83 : 4 = 20(ост 3). Значит, во всех подъездах до Ваниного 16 этажей (Ваня живет на 5-ом этаже своего подъезда). Поскольку в каждом подъезде дома одинаковое количество этажей, то это мог быть либо 1 подъезд из 16 этажей, либо 2 подъезда по 8 этажей. Вася живет на     43-ом этаже, начиная с первого этажа первого подъезда, поскольку 169 : 4 = 42(ост 1). Значит, во всех подъездах до Васиного 40 этажей (Вася живет на 3-м этаже своего подъезда). 40 не делится на 16, но делится на 8. Таким образом, в доме 8 этажей.

2. Однажды Удав встретил Черепаху и спросил ее:
-  Сколько тебе лет, Черепаха?
-  Мне лет в 10 раз больше, чем было тебе, когда мне было столько, сколько сейчас тебе, - ответила Черепаха.
Сколько лет Черепахе, если Удаву сейчас 110 лет?

Ответ: 200 лет.

Решение: Пусть сейчас Черепахе x лет. Тогда с момента, когда ей было 110 лет, прошло x – 110 лет. Тогда Удаву в этот момент было 110 – (x - 110) = 220 – x лет. Согласно условию, это число в 10 раз меньше, чем возраст Черепахи, равный x. Следовательно, имеем уравнение: x = 10(220 - x); 11x = 2200; x = 200.  

3. Водитель грузовика взглянул на спидометр своего автомобиля и увидел, что тот показывает число 25952.
       -  Какое красивое, симметричное количество километров я проехал! Видимо, не скоро спидометр покажет следующее симметричное число, - подумал он.
       Однако, уже через 1 час 20 минут на спидометре появилось следующее симметричное число. С какой скоростью ехал грузовик?

Ответ: 82,5 км/час.

Решение: Следующее симметричное число 26062. Значит, водитель проехал 26062 – 25952 = 110 км. На это расстояние он потратил 1 час 20 мин = 4/3 часа. Поэтому скорость грузовика равна 110 : 4/3 = 82,5 км/час.

4. Хулиган Вася нарисовал на палке колбасы тонкие поперечные кольца трех цветов. Если разрезать колбасу по красным кольцам, получится 6 кусочков, если по синим – 7 кусочков, а если по зеленым – 8 кусочков. Сколько кусочков колбасы получится, если ее разрезать по кольцам всех трех цветов? (По каждому кольцу можно сделать не более одного разреза)

Ответ: 19 кусочков.

Решение: Заметим, что количество кусочков на 1 больше, чем количество разрезов. Поэтому Вася нарисовал 5 красных колец, 6 синих и 7 зеленых. Таким образом, всего колец 5+6+7=18. А значит, получится 18+1=19 кусочков.

5. Найдите площадь треугольника ABC, изображенного на рисунке. (площадь клеточки равна 1 см2)
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Ответ: 22 см2.

Решение: Площадь прямоугольника равна 8  6 = 48 см2. Площадь треугольника АВС можно найти, отняв от площади прямоугольника величину S1 + S2 + S3 (смотрите рисунок). S1= (4  6):2 = 12 см2, поскольку это половина прямоугольника 4x6 клеток. Аналогично S2= (2  6):2 = 6 см2, S3= (2  8):2 = 8 см2. Следовательно, искомая площадь равна 48 – (12 + 6 + 8) = 22 см2. 
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1. Два парома отправились одновременно от противоположных берегов реки и встретились на расстоянии 900 метров от левого берега. Прибыв к месту назначения, каждый паром сразу же отправился в обратном направлении. Второй раз паромы встретились на расстоянии 300 метров от правого берега. Найдите ширину реки. (Паромы движутся с постоянной скоростью).

Ответ: 2400 метров.
Решение: До первой встречи паромы вместе прошли расстояние, равное ширине реки. А между первой и второй встречами – расстояние, равное удвоенной ширине реки. Поскольку паромы двигались равномерно, и паром, отправившийся с левого берега, прошел до первой встречи 900 метров, то за время между встречами этот паром прошел 1800 метров. Но из этих 1800 метров он двигался 300 метров в другую сторону. Поэтому ширина реки равна  900 + 1800 – 300 = 2400 метров.

2. Периметр прямоугольника равен 160 см. Как изменится его площадь, если длину каждой стороны увеличить на 10 см?

Ответ: увеличится на 900 см.
Решение: Пусть ширина начального прямоугольника равна x см, тогда его длина равна 80 – x см. После увеличения сторон на 10 см получим прямоугольник, изображенный на рисунке. Из рисунка видно, что в сравнении с площадью первоначального прямоугольника площадь увеличилась на величину S1 + S2 , где  S1 = 10x, а S2 = 10(80 – x + 10) = 10(90 – x) = 900 – 10x. Таким образом, площадь первоначального прямоугольника увеличится на 10x + 900 – 10x = 900 см.                                                   
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3. Три мушкетера решили купить в подарок бриллиантовые подвески. Для их покупки Атосу не хватает 19 монет, а Партосу – 9 монет. У бережливого Арамиса монет столько, сколько у первых двух вместе. Смогут ли мушкетеры втроем купить бриллиантовые подвески?

Ответ: да, смогут.
Решение: Пусть x – стоимость подвесок. Тогда у Атоса имеется x – 19 монет, у Партоса x – 9 монет, а у Арамиса (x – 19) + (x – 9) = 2x – 28 монет. Значит, у всех трех мушкетеров вместе (x – 19) + (x – 9) + (2x – 28)= 4x – 56 монет. Сравним (4x – 56) и x. Это все равно, что сравнить 3x и 56, или x и  . Согласно условию, число x не меньше, чем 19. Следовательно, мушкетерам хватит монет для покупки подвесок.
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1. 

Известно, что для различных чисел  и  выполняется равенство

.

Найдите значение выражения .

Ответ: 2011.
Решение: Рассмотрим разность левой и правой части данного равенства и разложим ее на множители:





Поскольку  , а по условию , то искомая сумма .

2. Петя, Вася, Миша и Юра ловили как-то рыбу в пруду. Вечером, возвращаясь домой, они решили определить, какое место по количеству выловленной рыбы занял каждый из них. Оказалось, что Юра поймал больше рыбы, чем Миша. Петя и Вася выловили рыбы столько, сколько Миша и Юра. А вот Петя и Юра поймали меньше рыбы, чем Вася и Миша. Помогите ребятам разобраться, кто из них на каком месте.

Ответ: Петя занял первое место, Миша – второе, Юра – третье, а Вася – четвертое.
Решение: Обозначим для удобства улов каждого из ребят в соответствии с первой буквой имени: П, В, М, Ю. Тогда условие задачи даст нам такие соотношения:
	Ю > М,	(1)
	П + В = М + Ю,	(2)
	П + Ю < В + М.	(3)
Пусть П + В = М + Ю = х. Тогда П = х – В, М = х – Ю. Подставим в (3) и получим:
x – В + Ю < В + х – Ю,
2Ю < 2В,
Ю < В.
А значит, учитывая (2), также имеем М > П.
Следовательно, П > М > Ю > В.

3. 
Верно ли, что число  – простое? Ответ обоснуйте.

Ответ: Нет, неверно. Число является составным.
Решение: Преобразуем данное число:

.
Теперь очевидно, что это число имеет по крайней мере три множителя, поэтому является составным.

4. Сторону BC равностороннего треугольника ABC разделили точками K и H на три равные части. Точка M1 на стороне AC такова, что AM1 : M1C = 1 : 2. Найдите сумму углов AKM1 и   AHM1.

Ответ: 30°.

Решение:
[image: 112]


Поскольку CM1 = CK и АВС – равносторонний, то CM1K – тоже равносторонний. M1H – его медиана, а значит, и биссектриса, т. е. СM1H = 300.
[bookmark: _GoBack]Заметим, что CM1K = CAB. Следовательно, M1K || AB. Тогда  M1КА = BAK (накрест лежащие). Но BAK = CAH, т. к. САH = BAK ().
СM1H – внешний для треугольника HM1А, то  M1HА +  M1АH = 30о, а значит, и искомая сумма углов  M1HА +  M1KA = 30o.
5. В пятиконечной звезде биссектрисы четырех ее углов проходят через одну точку. Докажите, что и пятая биссектриса проходит через ту же точку.(Плотников М.)
Решение: 
[image: 113]
Пусть O – точка пересечения биссектрис углов A, В, С и Е звезды. Опустим перпендикуляры OН1, OН2, OН3, OН4 и OН5 на прямые AD, BE, AC, BD и CE соответственно. Поскольку точка O лежит на биссектрисах углов звезды, то она равноудалена от сторон углов A, В, С, Е, т. е. OН1 = OН3; OН2 = OН4; OН2 = OН5; OН3 = OН5. Значит, OН1 = OН3 = OН4, т. е. точка O равноудалена от сторон треугольника AKD (K = AC∩BD). Тогда O – инцентр треугольника AKD. Следовательно, биссектриса угла D проходит через точку O.
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1. Мальчик стоит на автобусной остановке и мерзнет, а автобуса нет. Ему хочется пройтись до ближайшей остановки, чтобы согреться. Мальчик бежит в четыре раза медленнее автобуса. При этом он может увидеть автобус на расстоянии 2 км. Расстояние между соседними остановками на маршруте – ровно один километр. Имеет ли смысл идти, или есть риск упустить нужный автобус?

Ответ: Имеет смысл идти.
Решение: Пусть мальчик пошел к ближайшей остановке и в какой-то момент заметил автобус. Скорость автобуса в четыре раза больше скорости мальчика, поэтому за одно и то же время автобус проезжает расстояние в четыре раза большее, чем мальчик пробегает. Пусть мальчик пробежит x км, тогда автобус проедет 4x км. В случае, если они двигаются 

навстречу друг другу, до встречи с автобусом  мальчик пробежит  км (см. рис. 1).
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                 Рис.1       


Это означает, что отойдя от остановки не более, чем на  км, мальчик сможет успеть на автобус, побежав назад. В случае, если автобус догоняет мальчика, он успеет пробежать  км до момента, когда автобус его догонит (см. рис. 2)
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                    Рис.2



Это означает, что он сможет успеть на автобус, если до следующей остановки осталось не более  км, то есть если он успел пройти не менее  км до момента, когда заметил автобус. Так как , то у мальчика всегда будет возможность успеть на автобус и имеет смысл идти.

2. Джон и Мэри живут в небоскребе на Уолл-Стрит, на каждом этаже которого по 10 квартир. Номер этажа Джона равен номеру квартиры Мэри, а сумма номеров их квартир – 239. В какой квартире живет Джон?
Ответ: Джон живет в 217-ой квартире.
Решение: Пусть x – номер квартиры Джона. Тогда номер его этажа равен 239 – х. Частное от деления с остатком номера квартиры на 10 равно номеру предыдущего этажа, поэтому


, где .
Преобразовывая записанное уравнение, получаем:

;

.


Поскольку x является натуральным числом тогда и только тогда, когда , то .

3. На полуокружности с диаметром AD даны точки B и C. Точку A соединили с серединой P отрезка BC, а затем удвоили построенный отрезок за точку P и получили точку Q. Докажите, что C – ортоцентр (точка пересечения высот) треугольника BQD. (Ревако О.)
Решение: По условию задачи ВР = РС, АР = РQ. Тогда BPQ = APC, ABP = QPC, и из этого следует, что BQ || AC, AB || QC.
Заметим, что ABD = 90o, поскольку он вписан в полукруг и опирается на его диаметр. Но тогда и угол между прямыми QC и BD также составляет 90о, т. е. QC – высота треугольника BQD. Аналогично ACD = 90o, тогда DC – тоже высота треугольника BQD. Следовательно, С – ортоцентр треугольника BQD.
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1. Люди заходят с улицы в метро равномерно. Пройдя через турникеты, они оказываются в небольшом зале пред эскалаторами. Двери на вход только что открылись, и сначала зал перед эскалаторами был пустой, а на спуск работал только один эскалатор. Один эскалатор не справлялся с толпой, так что за 6 минут зал наполовину заполнился. Тогда включили на спуск второй эскалатор, но толпа продолжала увеличиваться – ещё через 15 минут зал был полон. За какое время зал опустеет, если включить третий эскалатор?

Ответ: 1 час




Решение: При одном включённом эскалаторе за минуту заполняется  от половины зала. При двух включённых эскалаторах за минуту заполняется  от половины зала. Разница  показывает, какую часть от половины зала опустошает за минуту один эскалатор. Когда включат третий эскалатор, толпа начнёт убывать со скоростью  от половины зала за минуту. Следовательно, половина зала освободится через 30 минут, а весь зал – через 1 час.

2. 




Доказать, что если действительные числа , , удовлетворяют системе , то все они принадлежат отрезку .

Решение: Данные в условии равенства можно переписать в следующем виде





Откуда видно, что  и  являются корнями уравнения .


Поскольку это уравнение имеет действительные корни, то его дискриминант неотрицателен, т. е, , или .



Отсюда , а тогда в силу симметрии числа  и  также удовлетворяют этим условиям.

3. Кодовый замок имеет 33 кнопки, на которых написаны буквы. Каждой букве соответствуют какие то целые числа. Замок открывается в том случае, если сумма чисел соответствующих нажатым кнопкам делится на 33. Можно ли открыть такой замок? Если да то, как именно?

Ответ: да.















Решение: Обозначим “” число которое соответствует данной букве, через  сумма  значений которые отвечают  подряд идущим буквам начиная с буквы а. Таким образом получим 33 суммы следующего типа:  -- “a”;  -- “a”+“б”, … ,  -- “а”+”б”+…+”я”. Тогда если хотя бы одна из сумм  делится на 33 то задача решена, нажатие кнопок которые соответствуют буквам входящим в данную сумму будет открывать замок. В противном случае: если ни одна из  не делится на 33,мы имеем 32 возможных варианта для остатков от деления  на 33. Сумм -тих у нас 33 штуки а возможных остатков 32 тогда по принципу Дирихле найдутся хотя бы две такие суммы, которые имеют одинаковые остатки при делении на 33. Пусть  и  имеют одинаковые остатки при делении на 33 тогда очевидно, что разность значений этих сумм делится на 33. Открывание замка осуществляется путем нажатия тех кнопок которые соответствуют буквам которые были различные в суммах  и .

4. 







В треугольнике , выбрана произвольная точка . Доказать, что точка пересечения биссектрисы , и биссектрисы , а также точка пересечения биссектрис  и , и точка пересечения  со стороной  лежат на одной прямой.

Решение: 
C
B
C

C
B
C
P
T
K
F
















Рассмотрим треугольник  для него прямая  и  являются внешними биссектрисами угла образованного продолжением  и прямой  и угла  соответственно, а прямая  есть биссектрисой угла . Таким образом две внешние биссектрисы  и и внутренняя биссектриса  пересекаются в одной точке и эта точка принадлежит , таким образом точки ,  и  лежат на одной прямой.

5. 













В квадрате  на сторонах  и  выбрани точки  и  соответственно так, что . Точки пересечения диагонали квадрата  и отрезков  и  есть  и  соответственно. Доказать, что площадь четырехугольника  равна удвоенной сумме площадей треугольников  и .(М. Н. Рожкова)

Решение: 
B
C
D
A
K
N
P
T

B
C
D
A
K
N
P
T


















Проведем вторую диагональ квадрата . Пусть угол  равен  тогда угол  равен . Угол  тогда очевидно, что угол ; аналогично угол , также . Тогда треугольник  подобен треугольнику  по трем углам с коэффициентом подобия  так как если сторона квадрата равна  то его диагональ равна  а это есть соответственные стороны в подобных треугольниках. Аналогично доказывается подобие треугольников  и  с таким же коэффициентом подобия. Известно, что площади подобных фигур пропорциональны с коэффициентом равным квадрату коэффициента для линейных элементов, в нашем случае он равен 2. Тогда можем записать такие равенства для площадей:  таким образом задача решена.

6. 




По диаметру полуокружности скользит точка . Из этой точки проведены лучи  и  под углом  к диаметру полуокружности. Докажите, что все окружности описанные около треугольников  имеют общую точку. (А. А. Шамович)

Решение: 
X
Z
Y

X
Z
Y
O
S
S
Y*
Z*
A
B













Достроим полуокружность до окружности, обозначим центр окружности . Пусть дуга , а дуги , . Из условия , ,  как вертикальные. Тогда для дуг имеем равенство , тогда для всей окружности имеем равенство  преобразуем данное равенство , , .










То есть ; а из условия имеем . То есть , тогда точки , , ,  лежат на одной окружности так как равенство -- это равенство углов опирающихся на одну дугу. Очевидно, что все окружности описанные около треугольников  проходят через точку -- это и есть общая точка.







9 - 10 класс 

1. (Кушнир И.А.) Восстановите треугольник ABC по углу А (заданному лучами AB и AC) и прямой, проходящей через середину стороны BC и инцентр треугольника ABC.

Решение: Проведя биссектрису, мы находим точку I и, соответственно, радиус вписанной окружности r. Делая засечку из точки А радиуса r, находим точку пересечения высоты треугольника АВС и прямой IM1 (поскольку, как известно, прямая IM1 отрезает от высоты отрезок, равный радиусу вписанной окружности). Далее осталось построить касательную к вписанной окружности, перпендикулярную высоте – это будет прямая ВС.

2. 


(Карлюченко А.В.) Пусть , ,  – расстояния от точки X до сторон треугольника ABC. Найти геометрическое место точек X внутри треугольника ABC, для которых из отрезков h1, h2, h3 можно составить треугольник.

Ответ: Искомым ГМТ является внутренность треугольника, образованного основаниями биссектрис треугольника ABC.
Решение: Доказательство основано на следующей лемме:
Лемма. Пусть L2 и L3 – основания биссектрис углов B и C треугольника ABC. Возьмем любую точку X на отрезке L2L3. Пусть XX1, XX2, XX3 – расстояния от X до BC, AC, AB. Тогда справедливо равенство XX1 = XX2 + XX3.

Соответственно, легко показать, что для точек, которые лежат в зоне проекции отрезка L2L3, выполняется неравенство . Отсюда следует ответ.

3. 



(Сангаку) Вписанный n-угольник разделен непересекающимися диагоналями на (n – 2) треугольника. Пусть , , …,  – радиусы вписанных в эти треугольники окружностей. Доказать, что сумма  не зависит  от способа разбиения n-угольника на треугольники.






Решение: Пусть R – радиус описанной окружности, , , …,  – расстояния от центра описанной окружности до сторон n-угольника ( принимает положительное значение, если центр описанной окружности и многоугольник находятся по одну сторону от i-ой стороны, и отрицательное значение, если по разные стороны). Тогда, записав формулу Карно                   () для каждого треугольника и сложив эти равенства, получим  (расстояния от центра описанной окружности до диагоналей n-угольника сократятся, поскольку каждая диагональ принадлежит двум треугольникам, для которых центр окружности принимает разное положение в смысле знака d). 

Таким образом сумма   является постоянной и не зависит от разбиения.

4. (Карлюченко О.А.) Через середину хорды AB окружности ω провели хорду CD. Касательные к окружности, восстановленные в точках A и B, пересекаются в точке E. Докажите равенство углов AEC и BED.
Решение: Пусть M – середина AB, О – центр окружности. Очевидно, что OME – прямая. По формуле произведения отрезков хорд

             				(1)
Поскольку AM – высота, опущенная на гипотенузу в прямоугольном треугольнике OAE, то

                			            (2)
Тогда, приравняв (1) и (2), по формуле произведения отрезков хорд получаем, что точки C, O, D и E лежат на одной окружности. И, поскольку хорды CO и OD равны (радиусу), то и углы CEO и DEO равны, откуда следует и равенство углов AEC и DEB.

5. Точка A в пространстве имеет рациональные координаты. Существует ли шар, на поверхности которого точка A является единственной точкой с рациональными координатами?



Решение: Рассмотрим сферу радиуса  с центром в точке , и пусть точка  с рациональными координатами лежит на этой сфере. Тогда

,

.



Но  - иррациональное, и поэтому , так что на рассматриваемой сфере имеется единственная точка с рациональными координатами – начало координат O. Сделав параллельный перенос , где A – заданная точка, мы получим новую сферу, в которой точка A будет единственной с рациональными координатами, поскольку при сложении с рациональными координатами точки A рациональные и иррациональные координаты других точек сферы останутся соответственно рациональными и иррациональными.

6. Натуральные числа раскрашены в n цветов. Докажите, что можно выбрать такой цвет, что для любого натурального m существует бесконечное количество чисел, которые окрашены в выбранный цвет и делятся на m.




Решение: Пусть утверждение задачи не выполняется, и для первого цвета существует конечное количество чисел, которые кратны некоторому числу , для второго цвета существует конечное количество чисел, которые кратны некоторому числу  и т.д. Тогда чисел, которые кратны числу , каждого цвета будет конечное количество – следовательно, их всего должно быть конечное количество, однако это неверно. Получили противоречие – следовательно, утверждение задачи верно.

7. 



Найти наибольшее  такое, что для кубического многочлена , имеющего три действительных неотрицательных корня, выполняется неравенство:  для всех .






Решение: Пусть , ,  – корни, . Имеем:  и .

1) Если , то



, причем равенство достигается при , .


2) Если , то .

3) Если , то

.


4) Если , то .

Ответ: .

8. 



Пусть  – количество единиц в двоичной записи натурального числа n. Докажите, что  делится на , но не делится на .

Решение: Пусть число n имеет двоичное представление 


Тогда . Найдём максимальную степень двойки, на которую будет делиться :


.
Перегруппировывая, получаем:




Отсюда и следует утверждение задачи.

9. Рассматриваются наборы камней, масса каждого из которых не превосходит 2 кг, а общая масса равна 100 кг. Из каждого набора выбирается несколько камней, суммарная масса которых отличается от 10 кг на наименьшее возможное для данного набора число А. Какое максимальное значение может принимать А для всевозможных наборов камней?

Ответ: .




Решение: Для 55-ти камней массой  число А составляет ; следовательно, . Покажем, что .












Предположим, что существует набор, масса М любого поднабора которого удовлетворяет неравенству . Рассмотрим поднабор с весами , в котором , но  (такой набор, очевидно, существует). По условию вес камней не превышает 2, следовательно, в поднабор входит не меньше шести камней. По предположению  и , следовательно, вес любого камня больше, чем . Возьмём тогда первые пять камней; их сумма  удовлетворяет неравенствам: , откуда следует, что , а это противоречит исходному посылу. Следовательно, значение А не может превышать ; в то же время, мы подобрали конфигурацию, когда .
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